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Feuille de TD n0 5. Analyse de Fourier sur Rn.

Exercice 1 (a) Calculer la transformée de Fourier de f(x) := e−|x|.

(b) Déduire de (a) les transformées de Fourier de

g(x) :=
1

1 + x2
, h(x) :=

x

(1 + x2)2
et k(x) :=

1

1 + (x− a)2
,

où a ∈ R.

Exercice 2 Soient f ∈ L1(R) et g(x) = e2πix. Calculer f ∗ g.

Exercice 3 Soit p ∈ [1,+∞[. Montrer que C∞c (Rn) est dense dans Lp(Rn). En déduire que
S(Rn) est dense dans Lp(Rn).

Indications : Pour m ∈ N soit Tm : C→ C définie par

Tmz =




z si |z| ≤ m
m
z

|z| sinon.
.

et soit χm la fonction indicatrice de {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ m}. Considérer pour m ∈ N et ε > 0 la
fonction fm ∗ ϕ[ε] où fm = χm · (Tm ◦ f) et ϕ ∈ C∞c (Rn) satisfait

∫
ϕ = 1.

Exercice 4 On pose f(x) := e−πx
2
. Calculer f ∗ f .

Exercice 5 Le problème suivant étudie la trasformée de Fourier sur L2(R) à partir de la théorie
des fonctions d’Hermite sur R.

Pour tout n ∈ N0, la n-ème fonction d’Hermite est définie par

hn(x) =
(−1)n

n!
eπx

2 dn

dxn
(
e−2πx2)

.

(a) Montrer que pour tout n ∈ N on a : h′n − 2πxhn = −(n+ 1)hn+1.

(b) Montrer que hn(x) = e−πx
2
pn(x), où pn(x) est un pôlynome de degré n. Calculer pn(x)

pour n = 0, 1, 2, 3, 4.

Indications : Preuve par induction sur n, en utilisant (a).

(c) Déduire de (b) que hn ∈ S(R).

(d) Montrer que pour tout n ∈ N0 on a

h′n + 2πxhn = 4πhn−1 ,

où on pose h−1 ≡ 0.

Indications : Montrer d’abord que pour tout f ∈ C∞(R) et tout n ∈ N on a

4πx
dnf

dxn
− dn

dxn
[4πxf ] = −4πn

dn−1f

dxn−1
.

(e) Montrer pour tout n ∈ N0 que

ĥn = (−i)nhn et hn
∨ = inhn .

Indications : En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier pour la différentiation,
montrer que ĥn et (−i)nhn vérifient la même formule de recursion.
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(f) Soit K l’opérateur différentiel défini par Kf = f ′′ − 4π2x2f . Montrer que hn est fonction
propre de K avec

Khn = −4π
(
n+ 1/2

)
hn .

(g) Montrer que {hn}(n∈N0) est un système orthogonal dans L2(R).

Indications : Montrer que 〈Khn, hm〉 = 〈hn,Khm〉.
(h) Pour tout n ∈ N0 on pose en := hn/‖hn‖2. Montrer que {en}(n∈N0) est une base ortho-

normée de L2(R).

Indications : Pour tout f ∈ L2(R), la transformée de Fourier de fe−πx
2

peut être écrite
dans la façon suivante :

[
fe−πx

2]∧
(ξ) =

∫

R
f(x)e−πx

2
e−2πiξ dx

=

∫

R
f(x)e−πx

2
∞∑

n=0

(−2πiξ)n
xn

n!
dx

=
∞∑

n=0

(−2πiξ)n

n!

∫

R
f(x)e−πx

2
xn dx .

Justifier ce calcul. En supposant que 〈f, hn〉 = 0 pour tout n, déduire que
[
fe−πx

2]∧
= 0

et donc f = 0.

(i) Pour f ∈ L2(R), on définit f̂ par la formule de Wiener :

f̂ =
∞∑

n=0

〈f, en〉(−i)nen

(convergence dans le sens de L2(R)). Montrer que ∧ est un isomorphisme isométrique de
L2(R) sur L2(R).

Donner une définition de ∨ telle que f∧∨ = f∨∧ = f .

(j) Vérifier que la transformée de Fourier f̂ donnée dans (i) et la transformée définie à partir
de la densité de S(R) sont cöıncidents.

Indications : Remarquer que
∑k

n=0〈f, en〉(−i)nen ∈ S(Rn).

2


