Analyse de Fourier

Feuille de TD n' 5. Analyse de Fourier sur R".

Exercice 1 (a) Calculer la transformée de Fourier de f(z) := e~ 17l

(b) Déduire de (a) les transformées de Fourier de

1 T 1
= m, h(CC) = 55 et k(il?) =

g(x) : (1+ 22)?

oua € R.
Exercice 2 Soient f € L(R) et g(z) = e?™*. Calculer f * g.

Exercice 3 Soit p € [1,400[. Montrer que C°(R™) est dense dans LP(R™). En déduire que
S(R™) est dense dans LP(R™).

Indications : Pour m € N soit T3, : C — C définie par

z silz] <m
Tz = mi—  sinon.
E
et soit x,, la fonction indicatrice de {x € R™ : ||z|| < m}. Considérer pour m € N et ¢ > 0 la
fonction fi, * @) O frn = Xm - (T © f) et o € C°(R") satisfait [ ¢ = 1.

Exercice 4 On pose f(z):= e~ Calculer f * f.

Exercice 5 Le probleme suivant étudie la trasformée de Fourier sur L?(R) & partir de la théorie
des fonctions d’Hermite sur R.
Pour tout n € Ny, la n-éme fonction d’Hermite est définie par

-1)" a —27x
hn(l’) _ ( n') 67r12 @(6 2 2) .

(a) Montrer que pour tout n € Non a : h), — 2rzh, = —(n + 1)hp41.

(b) Montrer que hn(z) = e~ ™ p,(z), olt pu(z) est un polynome de degré n. Calculer p,(z)
pour n =0,1,2,3,4.

Indications : Preuve par induction sur n, en utilisant (a).
(¢) Déduire de (b) que h, € S(R).
(d) Montrer que pour tout n € Ny on a

h;l + 27xh, = 4mth,_1,

ol on pose h_1 = 0.
Indications : Montrer d’abord que pour tout f € C*°(R) et tout n € N on a
dnf dn dnflf
47Tflfd$—n — ?[47Txf] = —47T7’LW .

(e) Montrer pour tout n € Ny que

—

hy = (=0)"hy, et hY=i"h,.

Indications : En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier pour la différentiation,
montrer que hy, et (—i)™h, vérifient la méme formule de recursion.



propre de AK avec ‘ - " ‘
Khy, = —47(n+1/2)hy, .

Montrer que {fn,}(en,) st un systeme orthogonal dans L*(R).
Indications : Montrer que (Khy, hyy) = (hyy, Khyp,).

Pour tout n € Ny on pose e, := hy/||hnll2. Montrer que {en}nen,) est une base ortho-
normée de L%(R).

Indications : Pour tout f € L%(R), la transformée de Fourier de fe~™" peut étre écrite
dans la facon suivante :

166 = [ fae ™ e ds
R

= /]Rf(:c)e”2 Z(—me)"% dx
n=0
> —2mi&)" —xz? n
:7;)—( ] ) /Rf(a:)e " dx .

Justifier ce calcul. En supposant que (f, h,,) = 0 pour tout n, déduire que [fe_mg]/\ =0
et donc f = 0.

Pour f € L?(R), on définit fpar la formule de Wiener :

oo

F=> {f.en)(=i) en

n=0
(convergence dans le sens de L?(R)). Montrer que A est un isomorphisme isométrique de
L?(R) sur L?(R).
Donner une définition de V telle que f*V = fYA = f.

Vérifier que la transformée de Fourier fdonnée dans (i) et la transformée définie a partir
de la densité de S(R) sont coincidents.

Indications : Remarquer que Zﬁ:(](f, en)(—i)"e, € S(R™).



