Analyse de Fourier

Feuille de TD n® 1. Les espaces LP

Exercice 1 Soit (X, M, u) un espace de mesure et 0 < p < +o00. On définit

11 = ([ 167 dw) ™"

et on dit que f € LP(X, M, p) lorsque || f||, < oo.

(a) Vérifier que LP(X, M, 1) est un espace vectoriel sur C pour les opérations usuelles :

)
(f+9)(z) = f(x)+g(x), f,gell,zeX
Af)(z) == Af(z), ANeC, fell zeX.

(b) Soit 0 < p < 1. Montrer que || - ||, : LP(X, M, n) — [0,+00) ne satisfait pas l'inégalité
triangulaire.
[Indications : Observer que si a > 0,¢t > 0 et 0 < p < 1, alors =1 > (a + t)P~!. En
déduire que sia > 0,b>0et 0 < p < 1, alors a? + b > (a + b)P. |

Exercice 2 (a) Soient a > 0,b>0et 0 < A < 1. Alors
a ' < Xa+ (1 - A\)b. (*)

[Indications : Si b # 0, diviser par b et étudier la fonction f(t) =t — At ]
(b) [Inégalité de Hoélder pour p,q €]1, +00] ] Soient p, q €]1, +oo[ tels que % + % =1.
Soient (X, M, u) un espace de mesure et f,g: X — C mesurables. Alors

gl < W f1lpllgllg -

[Indications : 1. Montrer d’abord que l'inégalité de Holder est vérifiée si :

(i) [Ifll, = 0 ou llglly = 0;
(i) [[fllp = 400 ou [lgllg = +o0.
II. Montrer qu'il suffit de vérifier 'inégalité si || ||, = || gllq = 1.
III. Appliquer l'inegalité (*) avec a = |f(z)[P, b= |g(z)|? et A =1/p. ]
(¢) [Inégalité de Holder pour p=1et g =00 | Soient (X, M, u) un espace de mesure
et f,g: X — C mesurables. Alors

gl < [ fll1llgllo -

Exercice 3 [Inégalité de Minkowski] Soit p € [1,+00]. Soient (X, M, u) un espace de
mesure et f,g: X — C mesurables. Alors

1f+glly < [1fllp + llgll» -

[Indications pour p €]1,4o0[ : Vérifier que |f + g|P < |f||f + g[P~! + |g]|f + g[P~! et appliquer
I'inégalité de Holder. |

Exercice 4 Soient (X, M, u) un espace de mesure et 0 < p < ¢ < +oo. Montrer que, si
w(X) < oo, alors LP () D LI(u) et

1fllp < Ifllq ()P~



