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Questions de cours [3 points]

1. Soit K = R ou C. Enoncer un théoréme qui donne une condition nécessaire et suffisante pour
la diagonalisabilité d’une matrice A € M, (K).

2. Donner un exemple de matrice A € M»(R) qui n’est pas diagonalisable dans M>(R) mais qui
est diagonalisable dans M (C). Justifier votre réponse.

Exercice 1. [3 points]
Soit E = Rs[z] I'espace vectoriel sur R des polynémes de degré < 3 a coefficients réels. Soient

p(z)=1+z—2?, q(z) =2 —z 4 22, r(z) =1+ 2z — 2?2, t(z) = -1 — 2+ 222,
et soient F' = Vect{p(z),q(z)} et G = Vect{r(z),t(z)} .

(a) Déterminer une base et la dimension de I’espace vectoriel F'NG.

(b) Déterminer une base et la dimension de I’espace vectoriel F' + G.

Exercice 2. [4 points]
Soit M3(C) Despace vectoriel complexe des matrices 2 x 2 & coefficients dans C et soit T =

{ <:§ g)) € My(C):z+w= O} le sous-ensemble de Ms(C) des matrices a trace nulle.

(a) Montrer que T' est un sous-espace vectoriel de M (C).
(b) Déterminer la dimension et une base de T

(c¢) Trouver un supplémentaire de T dans Ms(C).

Exercice 3. [7 points]
Soit o € R un parametre réel et soit 7' : R3 — R3 I'application linéaire

T(x,y,2) = (z+y,cxc+y+z,00+y+az).

a) Déterminer la matrice de T par rapport & la base canonique de R3.
b

)
)
¢) Déterminer, en fonction du parametre «, la dimension et une base de Ker T
)
)

(
(b) Déterminer, en fonction du parametre «, la dimension et une base de Im 7.
(
(d) Pour quelles valeurs du parametre « le vecteur v = (0,1, —1) appartient-il & Im 7" ?

(e) Supposons que a = 1. Déterminer la matrice de T par rapport a la base B = {u; =
(1,2, —4),i; = (0,1,1),43 = (1,0, —7)} de R3.

Exercice 4. [7 points]

Soit o un parametre réel et soit

1 0 0 0

a—3 2—a 0 —«

A= 0 0 1 0
2—« o 0 a+2



(a) Déterminer les valeurs du parametre « pour lesquelles A est diagonalisable.

(b) Supposons maintenant que a = 1. Déterminer si possible une base de R* formée par des
vecteurs propres de A.

(c) Calculer le polynéme minimal de A.



