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Feuille de TD n0 4 : Espaces complets. Espaces de Banach.

Exercice 1 (a) Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie de X. Montrer :

1) Si (X, d) est complet et A est fermé, alors A est complète pour la distance induite.

2) Si A est complète pour la distance induite, alors A est fermé.

(b) Soient
C([0, 1]) = {f : [0, 1]→ R : f est continue}

et
B([0, 1]) = {f : [0, 1]→ R : f est bornée} .

1) Montrer que C([0, 1]) ⊂ B([0, 1]) .

2) Montrer que C([0, 1]) est fermé dans B([0, 1]).

3) En déduire que C([0, 1]) est un espace de Banach par rapport à la norme uniforme
‖f‖u = supx∈[0,1] |f(x)|.

(c) Pour f ∈ C([0, 1]) on définit ‖f‖1 =
∫ 1
0 |f(x)| dx.

1) Montrer que ‖ · ‖1 est une norme sur C([0, 1]).

2) Montrer que (C([0, 1]), ‖ · ‖1) n’est pas un espace de Banach.

[Indication : on pourra considérer la suite de fonctions lináires par morceaux (fn), avec n ≥ 2, donnée

par fn(x) =


−1 si 0 ≤ x ≤ 1

2
− 1

n

n
(
x− 1

2

)
si 1

2
− 1

n
≤ x ≤ 1

2
+ 1

n

1 si 1
2

+ 1
n
≤ x ≤ 1

.]

1


