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Exercice ��

Soient n � � et �r � �i� i� � � � ir� un cycle de longueur r de Sn�

a� D�emontrer que pour tout � � Sn� on a � � � � ��� � ���i�� ��i�� � � � ��ir��� D�eterminer le
centre de Sn� Montrer que deux r�cycles de Sn sont conjugu�es dans Sn�

b� D�emontrer que pour tout �j� k� � f�� � � � � ng� j �� k� on a �j k� � �	 j��	 k��	 j� puis� si
k � j � 	� �j k� � �k � 	 k��j k � 	��k � 	 k��

c� D�emontrer que Sn est engendr�e par
�i� les �n� 	� transpositions �	 i� �� � i � n�

�ii� les �n� 	� transpositions �i i
 	� �	 � i � n� 	�

�iii� les � permutations � � �	 � � � � n� et � � �	 ��

Exercice ��

Soient n et r deux entiers naturels tels que � � r � n� D�emontrer qu�il existe �r�	��Cr
n cycles

de longueur r dans le groupe sym�etrique Sn� En d�eduire que �r � 	��Cr
n divise n��

Exercice ��

Soit n un entier non nul�
	� Montrer que dans le groupe sym�etrique Sn deux permutations sont conjugu�ees si et seule�
ment si elles ont les memes longueurs des cycles dans leur d�ecomposition en produits de cycles
disjoints�
�� On appelle partition de l�entier n toute suite �nie d�ecroissante d�entiers dont la somme est
�egale �a n� Montrer que le nombre de partitions de l�entier n est �egal au nombre de classes de
conjugaisons de Sn�
�� D�eterminer tous les morphismes de groupes de Sn �a valeurs dans C��
�� Qu�en est�il si on repmplace Sn par An dans ����on pourra consid�erer le cas n � � et le cas
n � ��
Exercice ��

Soient n � N �n � ��� Sn le groupe sym�etrique et An le groupe altern�e�
a� On suppose n � �� D�emontrer que

�i� si i� j� k� l sont � �el�ements distincts de f	� ���� ng

�i j� � �j k� � �i j k� et �i j� � �kl� � �i j k� � �j k l�

�ii� An est engendr�e par les ��cycles�

b� On suppose n � ��

�i� D�emontrer que deux ��cycles de An sont conjugu�es dans An�
�ii� Si � est un ��cycle� d�emontrer qu�il existe s � An tel que � � ��� � s�� � � � s� En d�eduire
que An est le sous�groupe des commutateurs de An et Sn �
�iii� D�eterminer tous les morphismes de groupes de Sn �a valeurs dans un groupe ab�elien G�



Exercice 	�

On consid�ere le groupe altern�e A� et on note V la partie de A� form�ee par les �el�ements d�ordre
	 ou �� Soit H � fid� �	������g�
	� Soient i� j� k� l � f	� �� �� �g deux �a deux distincts� Calculer le produit �ij��kl� par �ik��jl��
En d�eduire que V est un sous�groupe de A��
�� Montrer que H est distingu�e dans V et que V est distingu�e dans A�� H est�il distingu�e
dans A� Qu�en d�eduit�on�

Exercice 
�

	� Montrer que tout groupe �ni G s�identi�e �a un sous�groupe d�un groupe sym�etrique�
�� Si g est un �el�ement de G quelle est alors la signature de la permutation associ�ee �a g�
�� On suppose que jGj � �� D�eterminer le plus petit entier n tel que G s�identi�e �a un
sous�groupe de Sn��Indic� D�eterminer �a isomorphisme pr�es tous les groupes d�ordre ���
�� Meme question si jGj � ��

Exercice ��

Soit n � ��
	� Montrer que deux n�cycles sont conjugu�es dans Sn� En d�eduire le stabilisateur d�un n�cycle
dans l�action par conjugaison de Sn sur lui meme�
�� On suppose que n est impair� Montrer que les n�cycles sont dans An et qu�ils forment �dans
An� deux classes de conjugaison�
�� On suppose dans la suite de l�exercice que n � � et on consid�ere un ��cycle c� Montrer que
c et c� repr�esentent les deux classes de conjugaisons des ��cycles dans A��

�� D�eterminer toutes les classes de conjugaison de A� et leur cardinal�
�� D�eduire de ce qui pr�ec�ede que A� est simple�
Exercice ��
Soient K un corps commutatif �ni d�ordre q et n un entier non nul� On consid�ere le groupe
lin�eaire GL�Kn� form�e par les matrices carr�ees inversibles d�ordre n �a coe�cients dans K�

Pour tout entier r � f	� � � � � ng� on note Gn�r l�ensemble des sous�espaces vectoriels de Kn de
dimension r�

�� D�eterminer� pour tout entier s � f	� � � � � ng� le nombre de suites libres �x�� � � � � xs� de K
n�

�� a� En d�eduire le cardinal de GL�Kn��

b� D�eterminer le cardinal de l�ensemble des matrices de d�eterminant 	�

�� Montrer qu�en posant pout tout u � GL�kn� et pour tout V � Gn�r� u�V � u�V �� on d�e�nit
une op�eration de GL�Kn� sur Gn�r et que cette op�eration est transitive�

�� D�eterminer le stabilisateur de Kr � f�g � � � � � f�g � le singleton f�g apparaissant n � r

fois��

�� En d�eduire le nombre de sous�espaces vectoriels de dimension r de Kn�

�� Retrouver le r�esultat de ��a� en consid�erant l�action naturelle de GL�Kn� sur Kn�

Exercice ��
Dans l�espace euclidien r�eel de dimension �� On consid�ere un cube centr�e en l�origine dont
on note S l�ensemble des sommets� On note G le groupe des isom�etries de l�espace euclidien
laissant stable S et on fait op�erer naturellement G sur S�

	� Soit A � S� Etudier le stabilisateur stabG�A� et d�eterminer son ordre�

�� Montrer que l�action de G sur S est transitive� Est�elle simplement transitive� Est�elle
�d�ele�

�� D�eterminer l�ordre de G�


