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Exercice ��

On dit qu�un groupe G est simple si ses seuls sous�groupes normaux sont feg et G�
�� D�eterminer tous les groupes ab�eliens simples�
�� Soient p un nombre premier et r un entier sup�erieur ou �egal �a �� D�emontrer qu�un groupe
d�ordre pr n�est jamais simple�
�� D�eterminer �a isomorphisme pr�es tous les groupes d�ordre p��
	� Un sous�groupe d�un groupe simple est�il simple

�� Montrer qu�un groupe d�ordre �� n�est pas simple�
Exercice ��
Soit G un groupe ni�

a� Soit x � G d�ordre p��� � � � p�s

s �avec �i � � et p�� � � � � ps premiers tous distincts�� D�emontrer
qu�il existe x�� � � � � xs dans G tels que x � x� � � � xs� o�xi� � p�i

i et xixj � xjxi pour tout �i� j��

b� Montrer que G est produit direct de ses sous�groupes de Sylow si et seulement si tout sous�
groupe de Sylow est normal dans G�
c� Si c�est le cas� montrer que le centre de G n�est pas trivial et que tout diviseur premier de l�ordre
de G divise l�ordre de son centre�

Exercice �
�Extrait de Juin ������
Soient G un groupe ni et p un diviseur premier de jGj� On suppose que jGj � pmn avec n non
divisible par p� On veut montrer que pour tout l � f�� �� � � � �mg� il existe un sous�groupe Gl de G
d�ordre pl tel que Gl soit distingu�e dans Gl���
�� On suppose que jGj � pm�c�est �a dire n � ��
a� Montrer� en utilisant l��equation des classes� que le centre de G n�est pas r�eduit �a feg�
b� D�emontrer alors le r�esultat par r�ecurrence sur m��Appliquer le th�eor�eme de Cauchy sur Z�G���
�� D�emontrer le r�esultat dans le cas g�en�eral�
�� D�eduire de ce qui pr�ec�ede le r�esultat suivant� Si G est un groupe ab�elien ni et si d est un
diviseur de l�ordre de G� alors G contient un sous�groupe d�ordre d��Utiliser l�exercice pr�ec�edent�

Exercice �
Soit G un groupe d�ordre ���
�� D�eterminer� pour tout diviseur m de l�ordre de G le nombre d��el�ements d�ordre m�
�� D�eterminer le plus petit entier n tel que Sn contienne un sous�groupe d�ordre ���

Exercice ��

Soit G � Z�����Z�
�� D�eterminer� pour tout diviseur premier p de o�G�� tous les p�sous�groupes de Sylow de G�
�� Montrer que G est produit direct des ses sous�goupes de Sylow�
�� M�emes questions avec G � �Z���Z� Z���Z��

Exercice ���Extrait de Septembre ������
Soit G un groupe� Si x� y � G� on appelle commutateur de x et y l��el�ement not�e �x� y� � xyx��y���
On appelle sous�groupe des commutateurs ou sous�groupe d�eriv�e� et on note �G�G� le sous�groupe
de G engendr�e par les commutateurs �x� y� pour x� y � G�
�� Montrer que �G�G� est un sous�groupe distingu�e de G et que c�est le plus petit sous�groupe
distingu�e H de G tel que G�H soit ab�elien�



Soit G � A�� le sous�groupe de S� des permutations de signature ��
�� Montrer directement que �G�G� contient au moins � �el�ements�
�� D�eterminer deux ��sous�groupes de Sylow de A�� En d�eduire leur nombre total�
	� D�eterminer le nombre des ��sous�groupes de Sylow de A��
�� Montrer que l�ordre de �G�G� est 	��Utiliser ���
�� En d�eduire que A� ne contient pas de sous�groupe d�ordre ��
�� D�eterminer tous les sous�groupes de A�� Lesquels sont�distingu�es

�� Montrer que A� est produit semi�direct de deux sous�groupes de Sylow� En est�il le produit
direct

Exercice ��
Soient G un groupe ni� H un sous groupe de G et p un diviseur premier de l�ordre de H�
a� Montrer que tout p sous�groupe de Sylow de H est l�intersection de H avec un p sous�groupe
de Sylow de G�
b� Inveresement� montrer que si H est distingu�e dans G� et S un p sous�groupe de Sylow de G�
alors� S � H est un p sous�groupe de Sylow de H et qu�en plus� HS�H est un p sous�groupe de
Sylow de G�H�

Exercice �
�Extrait de Avril ������

Tous les groupes d�ordre ��� sont cycliques�
�� Montrer� en regardant les sous�groupes de Sylow� que tous les groupes d�ordre ��� �� et �� sont
cycliques�
�� Soit G un groupe d�ordre ����
a� Montrer que le ���sous�groupe de Sylow de G est normal� On le note H���
b� Montrer que G admet un sous�groupe d�ordre �� not�e� H� et un sous�groupe d�ordre �� not�e� H��
Montrer que l�un d�eux est un sous�groupe normal de G�
c� En d�eduire que H�H�� H�H�� et H�H�� sont des sous�groupes de G et qu�ils sont cycliques�
d� Montrer H�H�H�� est un sous�groupe de G� Quel est son ordre

e� Montrer que H�H�H�� est ab�elien� puis conclure�

Exercice ��

Soit G un groupe d�ordre 	�� On veut montrer que G n�est pas simple� Pour tout diviseur premier
p de jGj� on appelle np le nombre des p�sous�groupes de Sylow de G�
�� Montrer que si n� � � ou ��� G n�est pas simple�
�� On suppose que n� � 	 et soit X � fH�� H�� H�� H�g l�ensemble des ��sous�groupes de Sylow
de G� On fait op�erer G sur X par conjugaison c�est �a dire g�Hi � gHig

���
a� Montrer que cette action induit un homomorphisme de groupes de G dans Bij�X��
b� Conclure�
Exercice ���

�� D�eterminer �a isomorphisme pr�es tous les groupes d�ordre �����
�� Soit G un groupe d�ordre ���
a� Montrer que n� � � ou n� � �� En d�eduire que G contient un sous�groupe cyclique d�ordre ���
b� Montrer que G est produit semi�direct de deux sous�groupes cycliques�


