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DERIVEES
fz+Az)—f(z)

La dérivée de la fonction f(x) est la limite, si elle existe, du rapport des accroissements Ay

lorsque Az tend vers zéro. En notant la dérivée de la fonction f(z) par f'(z), on a alors :
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Notation aussi utilisée pour f/(z) est (f(z)) ou dj;(;) ou %(f(m)) ou Df(z).

On dit que la function f est dérivable sur l'intervalle ]a,b[ si la dérivée f’(x) existe en tout point
x €la,bl.

Signification géométrique : f'(zo) est la pente de la tangente au graphe (courbe représentative) de
f au point d’abscisse xg.

Regles et propriétés de base : Soient f et g deux fonctions :
(1) Pour toute constante ¢ on a : (cf(x)), = cf’(x)
()(f+g)() f'(@) +4'(x)
3) (f9)'(z) = f’( )9(x) + f(2)g ()
) (7) (z)g(x) — f(x)g'(x)
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g 9(x)
1 —d'(z) ,
(5) (7) @) (c’est une conséquence de (4) pour g(z) = 1)
g
(6) (fog)(z)= f’(()) "(x) X
(7) Soit y = f(z) inversible d’inverse z = f~1(y). Alors (f_l)/(y) =
F'(FHy)
Dérivées usuelles
Polynémes : (constante) =0; 2’ =1; (22) =22; (23) =322
En général pour n =1,2,... ona: (2") =na" 1.
1
Fonctions trigonométriques : (sinz)’ = cosxz; (cosx) = —sinz; (tanz) = —— =1+tan’z
cos? x
Fonctions trigonométriques inverses :
1
: r_ 1 . r_ 1 . —
(arcsinz) = it (arccoszx) = — i (arctanx)’ = 722
Ezxponentiels, logarithmes, puissances :
() =e*; (lnz) =-;poura€Retz>00na: (z%) =az*!
x
Pour a >0 on a: (a*) = (lna)a”® [car a® = e*1n9]
1
Poura >0,a# 1ona: (log,z) = g [car log, x = ﬁ]
1
Cas particulier avec o =1/netn=1,2,--- : (¥Yx (P S
/ (Vo) = o
Fonctions trigonométriques hyperboliques :
x —x x —x i h
Leur définition : sinhz = “——; coshzx = %; tanhz = 0L
coshz
On a : (sinhz)’ = coshz (coshz)’ = sinhx (tanhz)" = 5— =1—tanh’z

cosh” x



Théoreéme de Rolle :  Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et telle que
f(a) = f(b). Alors la dérivée de f s’annulle en au moins un point de Ja, [ : il existte au moins un
point x €|a, b| tel que f'(xo) = 0.
Théoréme des accroissements finis : Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja,b[. Alors il existe au moins un point xg €la, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(z0)(b — a).
Inégalités des accroissements finis : Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b :
(1) S’il existe m et M tels que m < f'(x) < M pour tout = €]a, b[, alors m(b—a) < f(b)—f(a) <
M — a).
(2) S’il existe M tels que |f'(x)] < M pour tout = €]a, b , alors |f(x1) — f(x2)| < M|x1 — 29|
pour tout z1,xy €]a,bl.

Dérivée et sens de variation de f :
Soit f :Ja,b[— R une fonction dérivable. Alors :

(1) f est croissante sur Ja, b[, si et seulement si f’(x) > 0 pour tout = €]a,b| ;
(2) f est décroissante sur Ja, b], si et seulement si f'(x) < 0 pour tout = €a, b ;
(3) f est constante sur |a, b|, si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x €la, b| ;

(4) si f'(x) > 0 pour tout = €]a, b, alors f est strictement croissante sur |a, b ;
(5) si f/(z) < 0 pour tout = €]a, b, alors f est strictement décroissante sur |a, b|.

Les réciproques de (4) et (5) ne sont pas vraies.
Remarque : Le calcul de la dérivée de f permet donc de déterminer les points extremaux (max et
min) de f.

1. DERIVEE SECONDE

La dérivée seconde f”(x) est la dérivée de f'(x).
Le calcul de la dérivée seconde permet de determiner la concavité/convexité d’une fonction :
Soit f :Ja,b]— R deux fois dérivable (c-a-d f posseéde une dérivée seconde sur |a, b[). Alors :

(1) f est convexe sur |a,bl, si et seulement si f(x) > 0 pour tout = €a, b ;
(2) f est concave sur |a, b|, si et seulement si f”(z) < 0 pour tout x €]a, b|.

2. DERIVEES D’ORDRE SUPERIEURE :
Pour n =0,1,2,... on pose :
FO() = f(2)
@) = 1)
fP(@) = f"(z)

FOD (@) = (f ()



