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Questions de cours [2 points]

1. Enoncer le théoreme du rang.

2. Soit E un espace vectoriel sur le corps commutatif K et soit f € End(E) un endomorphisme
de E. Montrer que si f est inversible, alors f~! € End(E).

Exercice 1. [3 points]

On considere les bases B := {G) ) (_11>} et C := {(?) , <_11>} de R2. Calculer la matrice

dans les bases B et C de I'application linéaire f : R> — R? donnée par il =, $2m .
2 2 — 1

Exercice 2. [6 points]

Soit R[z] I'espace vectoriel des polynomes en z & coefficients réels et soient E et F' les sous-espaces

vectoriels de R[z]| définis comme suit :

E={ax®+bs*+cx+decRz]:a,b,c,dc€R, 2a—b+c=a+b—d=0}
F = Vect{p(x),q(x)}

ot p(z) =z + 1 et g(x) = 22 + 2% . Déterminer la dimension et une base pour E, E+ F et ENF.

Exercice 3. [5 points]
On note My (R) 'espace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients dans R. Pour A € M3(R), on
note AT la transposée de A. Soit f : Ma(R) — M(R) I'application définie par f(A) = A —2AT.

(a) Montrer que f est une application linéaire

(b) Déterminer la dimension du noyau Ker(f) de f.

(c) Déduire de (b) la dimension de I'image Im(f) de f.

(d) La trace tr(A) de A = (i Z) est définie par tr(A) = a+d. Soit E = {A € Ma(R) : tr(A) =
0}. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). Déterminer la dimension et une
base de E.

Exercice 4. [6 points]
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps commutatif K et soient
B ={é1,é,e3} et C = {€1, €, €3} bases de E et F, respectivement. Soient f : E — Fetg: F — E
deux applications linéaires de matrices respectivement

1 2 -1 2 0 2
A=\ 2 4 =2 et B=[-1 11
-1 -2 1 0 2 4
dans les bases B et C.
(a) Montrer que g o f est 'endomorphisme nul de E et que f o g est ’endomorphisme nul de F.
(b) Déduire de (a) que Im(f) C Ker(g) et Im(g) C Ker(f).
(¢) Montrer que Im(f) = Ker(g).
)

(d) Déterminer une base de Im(g) et la compléter en une base de E.



