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Exercice �� R�evisions Compl�ements

Soit �G� �� un groupe�

a� Soit x un �el�ement de G d�ordre n� Soient m � ZZ et y � xm� Montrer que y est d�ordre
�ni et d�eterminer son ordre�

b� Soient x et y deux �el�ements de G� tels que o�x� � r� o�y� � s et xy � yx� Montrer que
xy est d�ordre �ni et calculer o�xy� lorsque r et s sont premiers entre eux�

c� Attention� Dans GL�	� IR�� soient A �

�

 �
� �


�
et B �

�

 

� �


�
�


� Quels sont les ordres de A et de B �
	� Quel est l�ordre de AB� Qu�en d�eduiton�
d�� Plus g�en�eralement� Si xy � yx� montrer qu�il existe dans le sousgroupe engendr�e par
x et y un �el�ement d�ordre pppcm�o�x�� o�y���
e� Soit G� un autre groupe� Si x �resp x�� est un �el�ement d�ordre �ni de G �resp de G���
quel est l�ordre de �x� x�� dans le groupe G�G��
f� Soit f � G �� G� un monomorphisme de groupes� Montrer que f conserve l�ordre des
�el�ements� Aton la r�eciproque� Qu�en estil si f est juste un morphisme�
g� Montrer que deux �el�ements conjugu�es ont m�eme ordre et que pour tous les �el�ements x
et y de G� xy et yx ont m�eme ordre�

Exercice �� R�evisions Compl�ements

Soient G�� G� deux groupes et f un �epimorphisme de groupes de G� dans G��

a� On suppose que G� est d�ordre �ni� Montrer que G� est d�ordre �ni et que o�G�� divise
o�G���
b� On suppose que G� et G� sont �nis et soit K un sousgroupe de G�� Montrer que
K � f�f���K�� et que o�f���K�� � o�K�o�kerf��
c� Si f est juste un morphisme de groupes et H un sousgroupe de G�� determiner
f���f�H���
d� Si f est un isomorphisme et H� un sous groupe normal de G�� on pose H� � f�H���
Montrer que f induit un isomorphisme de groupes de G��H�

dans G��H�
�

Exercice �� R�evisions Compl�ements

Soient H et K deux sousgroupes d�un groupe �G� ��� on pose HK � fhk � �h� k� � H�Kg�

�� On suppose H et K �nis � d�emontrer que card�HK� �
card�H�card�K�

card�H �K�
� En d�eduire

que HK et KH ont le m�eme cardinal�



�� a� montrer que HK est un sousgroupe de G si et seulement si HK � KH�
b� Montrer que si tel est le cas� HK �� H �K ��
c� Montrer que si H �ou K� est normal dans G� alors HK est un sousgroupe de G�
�� Soit � � H �K �� G l�application d�e�nie par ��h� k� � hk� A quelles conditions �
estil un homomorphisme� un homomorphisme injectif � Si � est un isomorphisme� on dit
que G est produit direct de H et K�
�� Si G est produit direct de H et K� d�emontrer que H et K sont normaux dans G�
	� On consid�ere sur G la relation

�x� y � G� x � y �	 x � KyH

a� Montrer que c�est une relation d��equivalence��dont les classes d��equivalence s�appellent
les doubles classes de G modulo �H�K��
b� Si H et K sont �nis� d�eterminer le cardinal de chaque classe d��equivalence�

Exercice ��

Soit G un groupe �
a� On appelle sousgroupe d�eriv�e de G� et on note D�G�� le sousgroupe engendr�e par les
�el�ements de la forme �x� y� � xyx��y��� appel�es commutateurs de x et y pour x� y � G�
Montrer que D�G� est un sousgroupe distingu�e de G et que c�est le plus petit sousgroupe
H de G distingu�e tel que G�H est ab�elien�
b� Que vaut D�G� si G est simple�

Exercice 	�

Soient n 
 � et �r � �i� i� � � � ir� un cycle de longueur r de Sn�

a� D�emontrer que pour tout � � Sn� on a � �� ���� � ���i�� ��i�� � � � ��ir��� D�eterminer
le centre de Sn� Montrer que deux rcycles de Sn sont conjugu�es dans Sn�

b� D�emontrer que pour tout �j� k� � f	� � � � � ng� j �� k� on a �j k� � �
 j��
 k��
 j� puis�
si k � j � 
� �j k� � �k � 
 k��j k � 
��k � 
 k��

c� D�emontrer que Sn est engendr�e par
�i� les �n� 
� transpositions �
 i� �	  i  n�

�ii� les �n� 
� transpositions �i i� 
� �
  i  n� 
�

�iii� les 	 permutations � � �
 	 � � � n� et � � �
 	�

Exercice 
�


� Montrer que dans le groupe sym�etrique Sn deux permutations sont conjugu�ees si et
seulement si elles ont les m�emes longueurs des cycles dans leur d�ecomposition en produits
de cycles disjoints�
	� On appelle partition de l�entier n toute suite �nie d�ecroissante d�entiers dont la somme
est �egale �a n� Montrer que le nombre de partitions de l�entier n est �egal au nombre de
classes de conjugaisons de Sn�
�� D�eterminer tous les morphismes de groupes de Sn �a valeurs dans C��
�� Qu�en estil si on repmplace Sn par An dans ����on pourra consid�erer le cas n � � et le
cas n 
 ��



Exercice ��

Soient n � N �n 
 ��� Sn le groupe sym�etrique et An le groupe altern�e�

a� D�emontrer que deux �cycles de An sont conjugu�es dans An�
b� Si � est un �cycle� d�emontrer qu�il existe s � An tel que � � ��� � s�� � � � s� En
d�eduire que An est le sousgroupe des commutateurs �sousgroupe d�eriv�e� de An est Sn �
c� Quel est le sousgroupe d�eriv�e de An�
d� On suppose que n 
 	� D�eterminer le centre de An�

Exercice ��

Montrer qu�il n�existe pas de morphisme surjectif de Sn dans An pour n 
 �� En d�eduire
que Sn n�est pas produit direct de An par un autre sousgroupe�

Exercice �

Soient n 
 � un entier et � un automorphisme de Sn qui transforme une transposition en
une transposition� On veut montrer que � est un automorphisme int�erieur� ce qui signi�e
qu�il existe � � Sn tel que

�� � Sn� ���� � � � � � ���

�� Montrer qu�il existe trois �el�ements distincts a�� a�� a� � f
� � � � � ng tels que ���
	�� �
�a�a�� et ���
��� � �a�a��� En d�eduire que ���	��� � �a�a���
�� Si n � �� soit i � f
� � � � � ng tel que i � �� Montrer qu�il existe ai � f
� � � � � ng tel que
���
i�� � �a�ai��
�� Montrer que l��el�ement � d�e�ni par� ��k� �� ak� �k � f
� � � � � ng� appartient �a Sn�
�� Montrer que ���kl�� � �akal�� �k� l � f
� � � � � ng� En d�eduire que�

���kl�� � � � �kl� � ���� �k� l � f
� � � � � ng�

	� Conclure�

� Montrer que tout automorphisme de S� est int�erieur�


