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Par la suite, on utilise la notation introduite dans la feuille “Quelques notions de probablité”.

1. LOIS ASSOCIEES A UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE DISCRETE

Soit (2,7) un espace probabilisable. Une variable aléatoire réelle X :  — R est dite discréte si 'image
X (Q) est un ensemble fini ou bien infini dénombrable. Si X () est une partie finie, on parle de variable
aléatoire réelle discréte finie ; sinon, on parle de variable aléatoire réelle discréte infinie.

On note X () = {x; : ¢ € I'} ou I est une partie de I’ensemble N = {0, 1,2, ...} des nombres naturels.

On montre que X est une variable aléatoire discrete si et seulement si pour tout ¢ € I on a [X = ;] € 7.
Ici on rappelle la notation [X = a] pour la partie {w € Q: X(w) = a} de X.

La famille {[X = z;]}ics forme une partition de €2, c’est-a-dire satisfait les propriétés suivantes :
(1) Pour tous i,j € I avec i # j,ona [X =z;]N[X =xz;] =0
Elle est appelée le systeme complet d’événements associé a X.

On rappelle les définitions suivantes :

— lespérance de X est définie par E(X) =", z; P([X = z,]).

— la variance de X est définie par V(X) =Y, (z; — B(X))*P([X = z;])
Dans le cas de variables discretes aléatoires réelles infinies, on démande la convergence absolue des séries
ci-dessus.

On montre (théoréme de Koenig-Huygens) que V(X) = E(X?) — E(X)?, avec E(X?) =Y. 22P([X = z;]).

Soient maintenant (2,7, P) un espace probabilisé et X : @ — R une variable aléatoire réelle discrete de
systéme complet d’événements {[X = x;]}icr. La loi de probabilité ou distribution, de X est Papplication
Px : X(Q) — [0, 1] définie par Px(x;) = P([X = x;]).

On remarque (d’apres la définition de probabilité P) que >, ; Px(z;) = > ,c; P([X = 24]) = 1.

Ezemple 1 : On note [[1,n]] 'ensemble {1,2,...,n}. On dit qu’une variable aléatoire réelle discréte X suit
une loi uniforme sur [[1,n]] si X(2) = [[1,n]] et pour tout j =1,...,non a P([X =j]) =1/n.
L’espérance et la variance de X sont données par
n+1 n?—1

E X == t X = .
Ezemple 2 : Soit p €]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire réelle discréte X suit la loi de Bernoulli de
parameétre p si X (2) = {0,1} et P([X =1]) =p (et donc P([X =0]) =1 — p).
L’espérance et la variance de X sont données par

EX)=p e V(X)=p(l-p).

Ezemple 3 : Soit n € N* = {1,2,...} et p €]0,1[. On dit qu’une variable aléatoire réelle discréte X suit la
loi binomiale de paramétre (n,p) si X (Q) = [[0,n]] et pour tout j =1,...,n on a P([X = j]) = (?)qu”_j.
M aveen! =1-2----. n.
Jn=7)!

L’espérance et la variance de X sont données par

E(X)=mnp et V(X) =npq.

Ici, le coefficient binomial (7;) est défini par

2. LOIS ASSOCIEES A UN COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES DISCRETES

Soit (2, 7)) un espace probabilisable. Un couple de variables aléatoires discrétes est une application Z : Q —
R? telle que pour tout w € Q on a Z(w) = (X(w),Y(w)), ot X et Y sont des variables aléatoires reélles
discretes sur (€2,7). On écrira Z = (X,Y).

Par la suite, X et Y dénotent deux variables aléatoires discretes définies sur le meme espace probabilisé
(Q,7,P).

On note X() = {x; :i € [} et Y(Q) = {y; : j € J} ou I et J sont deux parties de N. La famille
{[X = 2] N [X = 2j]}ij)erxs forme une partition de €2, appelée le systéme complet d’événements associé
au couple (X,Y).

L’application P(x yy : X(2) x Y/(Q) — [0, 1] définie par

Pixyy(wi,y;) = P([X =z ] N[Y =y;])
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%’appelle loi du couple (X,Y) ou loi conjointe de X etY .

La loi Px de X est dite premiere loi marginale du couple et la loi Py de Y est dite deuziéme loi marginale
du couple.
Les égalités suivantes permettent d’obtenir les lois marginales Py et Py a partir de P(x y) :

— Pour tout i € I on a P([X = x;]) = ZjeJ P(X =z)NnY =y;])

— Pour tout j € Jona P([Y =y;]) = > ,c; P([X =z N[Y = y;])
Ces deux égalités sont une conséquence immediate du fait que {[X = x;] N [Y = y;]}jcs est une partition
de [X = 2] et que {[X = 2;] N [Y = y;]}ier est une partition de [Y = y;].
Supposons que z € X(Q) et P([X = z]) # 0. La loi conditionnelle ¢ [X = x] de Y est Papplication
Pix—g) : Y(Q) — R définie par
P(X =2]N[Y =y])

P([X = z])
De méme, supposons que y € Y () et P([Y =y]) # 0. La loi conditionnelle ¢ [Y = y| de X est Papplication
Pry—z : X(©2) — R définie par

Px=a)([Y =9]) =

PX =20y =y)

Py—y([X =2]) = P(lY =y))

On dit que les événements [X = z] et [Y = y] sont indépendants si P([X = z]N[Y = y]) = P([X
z])P([Y = y]). On dit que les deux variables aléatories discretes X et Y sont indépendantes si P([X
z]N[Y =y]) = P([X = 2))P([Y = y]) pour tous z € X(Q) et y € Y(,mega).

Soit g : X () x Y(©) — R une fonction. L’application Z : Q — R définie par Z(w) = g(X(w), Y (w)) est une
variable aléatoire réelle discrete telle que pour tout z € Z(Q2)

[Z =2 = U (X=2]nY =y]).
(z,y)EX(Q) XY (Q):9(z,y)=2

La loi de probabilité de la variable Z est définie pour tout z € Z () par
P(Z=2)= > P(IX =2]n[Y =y)).
(2, ) EX( Q)XY (Q):9(z,y)=2
En particulier, si les variables X et Y sont indépendantes, alors
P([Z =z]) = > P(X = 2])P([Y =y]).
(z,y)eX(Q) XY (Q):g9(z,y)=2

En appliquant la définition ci-dessus & la fonction g : (z,y) — x + y, on obtient la somme X + Y de
deux variables aléatoires réelles discretes : c’est donc la variable aléatoire réelle discrete telle que pour tout
z€ (X +Y)Q)
[X+Y =2z]= U (X=2]n[Y =y]).
() EX(Q)XY (Q):wty=2
La loi de probabilité de la variable X + Y est définie pour tout z € (X + Y)(Q) par
P(X+Y =2]) = > P(X =z]n[Y =y)).
(2, ) EX(Q) XY (Q):z+y=2
En particulier, si les variables X et Y sont indépendantes, alors
P(X+Y =z]) = Z P([X =) P([Y =y]).
(zY)EX(Q)XY (Q):xty=2
Soit g : X(Q) x Y(Q) — R une fonction et on considere la variable aléatoire Z : Q@ — R définie par Z(w) =
9(X(w),Y(w)). On dit que Z admet une espérance si la série double }_, . g(ws, y)P([X = z]N[Y = y)])
converges absolument (ce qui est automatiquement satisfait si X et ¥ sont variables aléatoires discretes
finies). Dans ce cas, espérance de Z est définie par

E(Z) =) > glny)P((X =z]N[Y =y]) .
iel jeJ

On reenvoie au chapitre 9 de C. Gautiers et al, Mathématiques tout-en-un. BCPST 2éme année, Dunod,
2008, pour plus d’information ainsi que pour les définitions de la covariance et la corrélation linéaire de deux
variables aléatoires réelles discretes.



