Université Paul Verlaine — Metz Année universitaire 2010-2011
Préparation concours 2 (L2, BE) A. Pasquale

APPLICATIONS LINEAIRES

Par la suite K = R ou C. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K.
Une application f: E — F est dite linéaire si :
(1) f(u+ )= f(@)+ f(¥) pour tout 4,7 € E,
(2) f(A\@) = Af(@) pour tout & € E and X € K.
Les conditions (1) et (2) sont équivalentes a la condition suivante :
(1) fOMT+ pd) = Af(@) + pf(¥) pour tout @, v € E and A\, p € K.
Une application linéaire bijective est dite isomorphisme ; une application linéaire ayant méme espace vectoriel
de départ et d’arrivée (c’est-a-dire F' = E) est dite endomorphisme ; un endomorphisme bijectif est dit

automorphisme. Si Iespace vectoriel d’arrivée F' est le corps K on parle de forme linéaire.
On note :

e Lg(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E' dans F
e Lx(FE), ou Endg(E), ’'ensemble des endomorphismes de F
o F* = Lk(E,K)

Le corps K en indice est souvent omis dans la notation ci-dessus.
Lx(E,F), Lg(F) et E* sont des espaces vectoriels sur K par rapport aux opérations usuelles de somme
d’applications et de produit d’une application par un scalaire.

Ezxemples:
1) L’application f : R? — R3 définie par f((z,v)) = (z + y,3x,y) est une application linéaire. En effet,
pour tous (z1,y1), (z2,y2) € R et A\;, Ao € Ron a :
FOa(@r,p1) + Xa(w2,92)) = F((Mzr + Xaa, Aiys + Aaya))
= ((/\1251 + /\QIQ) + (/\1]]1 + )\gyg), 3(/\1561 + /\gxg), )\1y1 + )\zyz)
= Mi(z1 +y1,321,91) + A2 (22 + y2, 372, Y2)
= Mf((w1,91)) + A2 f((22,92)).

2) Soit E = M3 2(R) Pespace vectoriel des matrices 2 x 2 & coefficients réels. L’application f : E — R
définie par f(A) = trace(A) est linéaire (donc une forme linéaire). En effet, pour tout A, B € M3 2(R) et
A€ Rona: trace(AA + uB) = A trace(A) + p trace(B).

Soit f : E — F une application linéaire.
Le noyau de f, noté Ker(f), est défini par Ker(f) = {v € E: f(v) = 0}.
L’image de f, notée Im(f), est définie par Im(f) = {w € F : 37 € E tel que f(¥) = w}.

)
Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E ; Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

) = {0}.

Si E = Vect {1, ...,U,}, alors Im(f) = Vect { f(@1), ..., f(@,)}. Par définition, f : E — F est surjective si
et seulement si Im(f) = F.

f: E — F est injective si et seulement si Ker(f

Théoréme du rang : On suppose que dim E est finie. Alors dim F = dim Ker(f) + dim Im(f).

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K avec dim E = n, dim F = m. Soient B = {€},...€,} une base
de E et C = {&1,...&,} une base de F. Soit f: F — F une application linéaire. La matrice de f dans les
bases B de E et C de F', notée Matg ¢ (f) est la matrice m x n dont les coefficients de la j-éme colonne sont
les coefficients du vecteur f(€;) dans C : si

f(€1) =a1161 +ag 162+ -+ am1Em

f(€2) = a1,281 + a2 262 + -+ - + am 26m

f(gn) = al,ngl + a2,n52 + -+ am,ngm
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alors
(51 ay.2 e a1,n
as i 2.2 N ag.n
Matgc(f) =
Am,1 aAm,2 e amm

Si F'= FE et C = B on écrira Matg(f) & la place de Matg g(f).
Exemple
Soit f: R? — R3 définie par f((z,y)) = (z + ¥, 3z,y). Soient
B={& =(1,0),é = (0,1)} et C={& =(1,0,0),& =(0,1,0),&5 = (0,0,1)}
les bases canoniques de R? et R3, respectivement. On a :
f(e1) =(1,3,0) =&, + 38, + 023, f(&) =(1,0,1) = &1 + 085 + &3
Alors

Matgc(f) =

S W =
[ e R

Théoréme : L’application Matg ¢ : L(E,F) — M, »(K), qui associe & f € L(E,F') la matrice Matg c(f),
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, dim £(E, F) = dim M, »(K) = mn.

La composée de deux applications linéaires est linéaire. Plus précisement, soient F, F' et G trois espaces
vectoriels sur le méme corps K. Si f € L(E,F) et g € L(F,G), alors go f € L(E,G).
Soient B une base de F, C une base de F' et D une base de G. Alors

Matg p(g o f) = Mate p(g)Matg c(f) .

Soit E un espace vectoriel sur K et soient B et B’ deux bases de E. La matrice de passage de B & B’ | notée
Pg_ 5, est définie par

Ps_.p = Matp s (idg)
ou idg : E — E est 'application idéntique: idg(¥) = ¢ pour tout ¢ € E. La j-éme colonne de la matrice de
passage Ps_,5 contient donc les composantes du j-éme vecteur de B’ dans la base B.

Théoréme : Soient B et B’ deux bases de E, et C et C' deux bases de F. Soit f : F — F une application
linéaire. Soit
A= Matgc (f) et B = Matp ¢/ (f) .
Alors
B=Q 'AP

ou :

P = Pg_.p est la matrice de passage de B a4 B’

Q = Pe_.c: est la matrice de passage de C a C’.
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