Université Paul Verlaine — Metz Année universitaire 2010-2011
Préparation concours 2 (L2, BE) A. Pasquale

INTEGRALES
Soit f: I — R ou [ est un intervalle. On dit qu’une fonction F' : I — R est une primitive de f sur
I lorsque : 1) F est dérivable sur I ; 2) F'(x) = f(x) pour tout x € I.

Si F est une primitive de f, alors toute primitive de f est de la forme F 4+ C' ou C € R est une
constante.

On dit que f est intégrable si elle admet une primitive. Dans ce cas on note [ f(z)dz l'une
quelconque des primitives de f, définie a une constant pres que l'on écrit toujours explicitement.
[ f(z) dz s’appelle I'intégrale indéfinie de f.

Soit F' une primitive de f sur I et soit [a; b] une partie de I. L’intégrale (définie) de f sur intervalle
[a; b], notée f: f(x) dx, est le nombre réel qui est égale & F'(b) — F(a). Donc

/abf@;) i — /ab F(w) dz = F(b) — F(a).

La différence F'(b) — F'(a) s’appelle la variation de F entre a et b ; elle est aussi notée [F(:v)]z

Signification géométrique : Si f(xz) > 0 pour tout = € [a, b, alors f; f(z) dz est laire de la surface
limitée par le graphe de f, 'axe des abscisses et les droites © = a et © = b.
Si f prend des valeurs négatives, laire est affectée du signe moins sur les intervalles ou f < 0.

Propriétés de base : Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b] :
(1) Pour toute constante ¢ on a : f; (cf()) do = cff f(x)dx
@) J; [(F) +9(@)] do = [, f(@) dw+ [, g(x) do
(3) (Iﬂtegratlon par parties) ff[f(ir) (x )] dr = [f(x)g(x )] fb[f'(iﬁ)g(w)] dx .
(4) (Changement de variable) f g(f(x)f'(z) de = f ! (b
(5) S
(6) S

f(z) > 0 pour tout z € [a,b], alorsff dx>0
(ac) > g(x) pour tout z € [a,b], alors f f(z) dx > fabg(m) drx. En particulier :

(z da:’ Sfab|f(x)|d:v

(7) Sicé€ |a,b], alorsfbf dx—fcf d:v+fbf(x)d:v
(8) Pour a < bon pose : [, f(z)dx = —f f(x)dz. Pour tout a : [ f(x)dx =

Les propriétés (1) & (4) ont des analogues pour l'intégrale indéfinie

Intégrales indéfinies usuelles (C' dénote une constante réelle arbitraire)
Polynémes : [ldz =2+ C; [zdr=31z+C; [2?dz= %3:34-0.

En général pour n =1,2,... ona: [2"dx = n%rlx”“ +C.
Fonctions trigonométriques : [sinzdr = —cosz + C; [cosxzdr = sinz + C; [tanzdr =

—In|cosz|+ C, J(+tan?z)de = [ Ly doe = tanz + C
1
1+

Fonctions trigonométriques inverses : f ﬁ dxr = arcsinz + C'; f 5 dz = arctanx + C

Ezponentiels, logarithmes, puissances :

d
[etde =e"+C; f%:ln|ac]+C;pouraER,a;é—letx>00na:fxa:a%rlxa*l—i—a

Cas particuliers :
Poura>0,a#1lona: [a*dr = -a®+C

Pourn=1,2,... ona: | ———= Yo+ C
fn‘/a:.nl \F

Fonctions trigonométriques hyperboliques :
1
[(sinhz)dx = coshz; [(coshz)dr =sinhz; [ I dr = [(1 —tanh®2) dz = tanhz + C'.
cosh” z
1



Théoréme fondamental du calcul intégral : Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors :
(1) Sig(z)=[7 f )dt, alors ¢'(z) = f(x).
(2) Si F’( ) = f(x), alors fabf(x)dx = f;F/(a;)da; =F(b) — F(a).

Intégrales de fonctions symétriques :
Soit f continue sur 'intervalle symétrique [—a, a].

Si f est paire (c-a-d f(—z) = f(z) pour tout ), alors [* f(z)dz =2 [ f(z)dx.
Si f est impaire (c-a-d f(—z) = —f(x) pour tout z), alors [ f(z)dx =0.
Soit f continue sur R et périodique de période T. Alors pour tout ¢ € R on a : faa+T flx)dx =

fOT f(x)dx

Théoreme de la valeur moyenne : Si f est continue sur l'invervalle [a, 8], il existe ¢ € [a, b] tel
que ff f(z)dx = f(c)(b—a). La valeur moyenne de la fonction continue f sur l'intervalle [a, b] est
le nombre - ff f(z)dz

Techniques d’intégration particuliéres :

Substitution trigonométrique :

Expression | substitution identité

Va2 —x?2 |z =asinf, —7/2<0<7/2 sin? 0 + cos? 6 = 1
71 2 — 79 _ 1

Va2 +x x=atanf, —w/2 <0 < 7/2 L+tan0 = =y

Va2 — a2 a:*cose,0<9<7r/2ou7r<0< st 1+tan20:@

Intégration de fractions rationnelles :

P(x)

Q(x)
a coeflicients réels :
Cas 1 : deg P(x) > Q(z). On applique l'algorithme de division pour obtenir une fonction du type

R(z)
A(z) + Q)

Cas 2 : deg P(x) < deg Q(x). On décompose le polynéme Q(x) en polynomes irréductibles :

Q@) =a(x —r)™ - (x—1p)" (2% + biz + c1)™ - (2 + bgw + ¢4)™
ou a,ri,...rp,bi,c1,...,bg,¢ € Ret mq,...,mp,n1,...,ng sont des entiers positifs. Chacun des
polynémes x? + bjx + ¢; dans cette décomposition est sans racine réelle, c-a-d A := b? —4c; < 0.
On écrit P(z)/Q(z) dans la forme

Une fonction rationnelle est une fonction de la forme ou P(z) et Q(x) sont deux polynomes

avec A(x), R(z) polynomes et deg R(x) < deg Q(x). Ensuite on applique le cas 2.
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Le probleme est donc réduit a calculer des intégrales du type : / @ _:Ur) - et / @2 _:Ubj; 9 Fdx.
dz M tant ik#£1
Ona: [ % = —k+1 + constan o . En outre, on cherche C,D € R tels
(z—7) In |z — r| 4 constant sik=1
Axz+ B 2x+b n D 0 leule [ 2z +b d
ue : —————— = . On calcule | ———— dx par
R POy S (21 bz+cf ' (22+bz+o)F @2 +bzt+of P
/
1
substitution (c’est une intégrale de la forme [ ff(i)ik dz). Pour [ mdm, on écrit
dt

d’abord par substitution I'intégrale dans la forme [ +» buis on résout cette derniere intégrale

(t2+1)

par substitution trigonométrique t = tan 6.



