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Feuille de TD n' 2 : Révision — Applications linéaires

Exercice 1 Parmi les applications suivantes déterminer lesquelles sont linéaires sur R. Pour
chacune de celles-ci, déterminer son noyau et son image. En déduire si 'application est
injective, surjective, bijective.

i:R->R, z—2’+z, fo i R—=R, z—2x—-1,

f3:R? —R*  (2,9) — (—y,z+2y), f1:C—>C, z—7z,

f5:C—>C, z~—2zZz f6:C—C, 2—2Z+1,

fr:R* =R, (z,y)—2—3y+1, fs R = R* (2,9,2) — (x—y,2),
fo:Ryfz] = R, p(x)+— p(0), fio: Mao(R) = R, A trace(A),
fi1: Mao(R) — Mys(R), A A— A", ot A" dénote la transposée de A

Est-ce que les applications fy, f5 et fg sont linéaires sur C?

Exercice 2 Soit D : R[z] — R[z| la dérivation de polynémes, définie par D(ag + a1 +
Ao + -+ a,x") = aj + 2a2x + - - - + na,z""'. Montrer que D est linéaire, surjective, mais
pas injective.

Exercice 3 Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur le méme corps commutatif K et
soient f: E — F et g: F' — G deux applications linéaires.
(a) Montrer que la composée g o f est une application linéaire.

(b) On suppose que f est bjective (donc un isomorphisme). Montrer que f~! est une
application linéaire.

(c) Déduire de ce qui précede que I'ensemble GL(E) des automorphismes d’'un espace
vectoriel £ muni de la loi de composition d’applications est un groupe.

(d) Montrer que Ker(f) C Ker(f o g) et que Im(go f) C Im(g).

Exercice 4 Soit f : R*> — R? une application linéaire telle que f((—1,1)) = (1,0,1) et
(a) Déterminer f((3,3)).

(b) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques.

Exercice 5 Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension 3 et 4, respectivement.
Soient B = {€}, &, €3} une base de E et C = {f1, fa, f3, f4} une base de F. On considere
I’application linéaire f : £ — F dont la matrice associée dans les bases B et C est :

2 1 -1
1 -1 =5
A= -1 1 5
-1 -2 -4

Déterminer des bases pour le noyau et pour 'image de f.



Exercice 6 Soit f : C* — C? lapplication linéaire (sur C) dont la matrice associée dans les
bases canoniques est

21 0 0
A=1(1 0 -1 0
01 0 1

(a) Déterminer la dimension de Ker(f).

(b) Déterminer I'image sous f de I'hyperplan H de C* engendré par les vecteurs u; =
(1,0,0,—2), iy = (1,—2,0,0), 43 = (0,2, 1,0).

Exercice 7 Soit f : R® — R3 I'application linéaire dont la matrice associée aux bases
canoniques est

A=

=
S = N
=N O

(a) Déterminer f((1,2,3)) et f((z1,zq,x3)).

(b) Déterminer la matrice Matgc(f) de f dans les bases
B ={2e; —es,e1 + e3,e3} et C ={es, e1,6e}.
Exercice 8 Le systéme d’équations linéaires :

Yy = T — ) — 3%3 + x4
Yo = ary — x3 + bxy
ys3 = bry + w2 + 13

décrit une application linéaire f € L(R* R3) donnée par rapport aux beses canoniques. Ici
a et b sont des parametres réels.

(a) Déterminer les valeurs de a et b afin que dim Ker(f) = 2.
(b) Pour les valeurs de a et b déterminées en (a), donner des bases de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 9 Soit S : M3(R) — M;3(R) 'application linéaire définie par S(A) = A*— A, ou A
dénote la transposée de A. Déterminer le noyau et I'image de .S ainsi que leurs dimensions.



