Chapitre 6

Séries de Fourier

On rappelle qu’une fonction f : R — R est dite périodique de période T lorsque f(x+T) = f(x)
pour tout z € R. On dira aussi que f est T-périodique. La fréquence d’une fonction T-périodique
est %

Le but de I'analyse de Fourier est celui d’écrire une fonction périodique (suffisamment réguliere)
de période T, c’est-a-dire de fréquence %, comme somme d’une série de fonctions trigonométriques
sinus et cosinus de fréquences qui sont multiples de 2%, c’est-a-dire fonctions du type sin (%T”:r) et
cos (2}”3:) ol ‘n est un nombre entier.

L’étude d’une fonction T-périodique par les séries de Fourier a deux étapes :

— Danalyse, qui associe a toute fonction T-périodique la suite de ses coefficients de Fourier ;

— la synthese, qui vise a reconstruir une fonction T-périodique a partir de la suite de ses
coefficients de Fourier.

On commence par des remarques sur les fonctions périodiques.

REMARQUE 1. (a) Une fonction T-périodique f : R — R est completement détérminée par
ses valeurs sur un intervalle de la forme [a,a + T[ ou |Ja,a +T] ot a € R est fixé.

=27 — 0 . o 37 Cdn T

Par exemple, pour 7' = 27, on peut définir la fonction f : [0, 27r[— R comme suit :

f(a:)z{l si0<z<m (4)

-1 sit<x<27m

et étendre par 2m-périodicité a R, c’est-a-~dire de fagon & avoir f : R — R telle que f(z +
27) = f(x) pour tout € R. On obtient par exemple, f(27) = f(0+ 27) = f(0) = 1 ou
fBm) = f(m+ 2m) = —1. En général, si z € R, il existe un unique entier m (dépendant de
z) tel que z € [2mm,2(m + 1)7[. Puisque z — 2mn € [0, 27[, la valeur de f(x — 2mm) est
donnée par (4). Donc on obtient pour z = (z — 2mm) + 2mn que f(z) = f(z — 2mm). Par
example, si = 4,57 alors pour m = 2 on a x — 2mm = 4,57 — 4w = 0,57 € [0, 27|, d’ou

£(4,57) = £(0,5) = 1.
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(b) L’étude d’une fonction T-périodique f peut toujours se ramener & 1’étude d’une fonction
2m-périodique g au moyen du changement de variable

g@) = f(La)  (aeR).
La fonction g est bien 27-périodique, car pour tout x € Ron a: g(z+2m) = f(%($+2ﬂ)) =
flEz+T) = f(Lz) = g(z).

En vue de la remarque 1(b), par la suite on se limitera au cas des fonctions 2m-périodiques.

1. Fonctions continues par morceaux et C' par morceaux

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b] & valeurs réelles et soit zg €]a,b[. On note f(zo—)
la limite de f pour z qui tend vers xy avec x < xg, si cette limite existe, et f(xo+) la limite de f
pour x qui tend vers xg avec x > xq, si cette limite existe. Pour xy = a, on peut considérer f(a+)
(si la limite existe) et pour xg = b, on peut considérer f(b—) (si la limite existe).

EXEMPLE 1. On considére la restriction de la fonction f de (4) & l'intervalle [0, 27]. Ainsi
1 si0<zx<moux=2m

flx) = 1 sim<z<om .Alors f(0+) =1, f(r—) =1, f(r+) = -1, f(2r—) = —1.

On observe que les deux limites f(7—) et f(7+) existent finies, mais elles sont distinctes et f(7—) =
1 # f(7). En outre, f(2r—) = —1 existe finie, mais différente de la valeur f(27) de f en 2.

DEFINITION 1. On dit qu'une fonction f définie sur l'intervalle [a,b] (ot —co < a < b < +00)
est continue par morceauz sur [a,b] 8'il existe un nombre fini de points z1,...,z, avec a < 1 <
s <@y < b tels que :

— les restrictions de f & chaque intervalle ouvert |a, z1[, |21, x2[, ..., |Zn—1, Zn[, |n, b est conti-

nue,

— toutes les limites f(a+), f(x1—), f(x1+), f(za—), ..., f(zn+), f(b—) existent et sont finies,
c’est-a-dire f admet une limite finie a droite et a gauche en chaque extremité des intervalles
de continuité (les limites & droite et & gauche en chaque x; peuvent étre distinctes et peuvent
aussi étre distinctes de la valeur f(x;) de f au point x; lui-méme).

DEFINITION 2. On dit qu'une fonction f définie sur l'intervalle [a,b] (ot —co < a < b < +00)
est C1 par morceaux sur [a, b] si

— f est continue par morceaux sur [a, b]

et s’il existe un nombre fini de points wu1,..., Uy avec a < u; < -+ < Uy < b (qui includent les
points 1, ...,z, ou f n'est pas continue) tels que :
— les restrictions de f a chaque intervalle ouvert |a,ui[, Jui,ua[,...,|um—1,Um|, Jtm,b] est
dérivable avec dérivée f’ continue,
— toutes les limites f'(a+), f'(u1—), f'(u1+), f'(ua—), ..., f'(un+), f'(b—) existent et sont

finies, c’est-a-dire f’ admet une limite finie & droite et & gauche en chaque extremité des
intervalles de définition de f’ (les limites & droite et & gauche en chaque u; peuvent étre
distinctes et peuvent aussi étre distinctes de la valeur f'(u;) de f’ au point u; lui-méme).

DEFINITION 3. On dit que f définie sur R est continue par morceauz sur R (respectivement, C!
par morceaux sur R) si elle est continue (respectivement, Cl) par morceaux sur chaque intervalle
borné [a, b].

LEMME 1. Une fonction 2m-périodique est continue par morceaur sur R (respectivement C!
par morceaux sur R) si elle est continue par morceauz (respectivement C' par morceauz) sur un
intervalle [a,b] qui contient une période (c’est-a-dire de longueur b — a > 27).
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EXEMPLE 2. La fonction 2m-périodique f de la remarque 1 est C' par morceaux sur R. En
effet, elle est C'! par morceaux sur l'intervalle [0, 27], comme on va le montrer maintenant.

— f est continue sur les intervalles |0, 7| et |7, 27w[. Aux extremités les limites a droite et/ou
a gauche f(0+) =1, f(n—) =1, f(nr+) = =1 et f(2r—) = —1 existent finies. Donc f est
continue par morceaux sur [0, 27].

— f est dérivable sur |0, x| et |, 2n[, avec dérivée f'(x) = 0 pour tout = €]0,7[ et tout
x €|m,2w[. En particulier, la dérivée f’ est continue sur ces deux intervalles. En outre,
toutes les limites f/'(0+), f'(7—), f'(7+) et f'(2m—) existent finies : elles sont toutes égales
a 0.

REMARQUE 2. Une fonction f qui est 2w-périodique et continue par morceaux sur R est intégra-

ble sur chaque intervalle [a, b] avec —o0 < a < b < 400. En outre, pour tout a € R on a

a+2m s
[ iwar= [ s

Par exemple, fozﬂ f@)de = ["_f(x)dx

REMARQUE 3. On rappelle l'interprétation géométrique de l'intégrale d’une fonction f sur un
intervalle [a, b]. Si f(x) > 0 pour tout x € [a, ], alors f; f(x) dx est aire de la surface limitée par
le graphe de f, 'axe des abscisses et les droites z = a et x = b. Voir figure 1.

Si f prend des valeurs négatives, I'aire est affectée du signe moins sur les intervalles ou f < 0.
Voir figure 2.

\ f
A A b
e \B
a b f
Figure 1 : Figure 9 -
fabf(x) dr = aire de A f f(z) de = (aire de A) - (aire de B)

Par conséquent :
— si une fonction f est paire et intégrable sur [—7, 7], alors

77rf dx—2/f

— si une fonction f est impaire et intégrable sur [—, 7], alors
s
f(2) do =
—Tr

Par exemple cos(z) est une fonction paire et continue (donc intégrable) et [7 cos(z) dz =
2 fo cos(x) dz . En outre, sin(z) est une fonction impaire et continue (donc intégrable) et [ sin(z) do =
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Une fonction f :]a,b[— C a valeurs complexes est dérivable lorsque ses parties réelles Re f :
Ja,b[— R et imaginaires Im f :]a, b[— R sont dérivables. Dans ce cas, pour tout = €]a, b on a

f'(z) = Re f)'(x) + i(Im f)'(z) .

Une fonction f : [a,b] — C a valeurs complexes est intégrable lorsque ses parties réelles Re f :
[a,b] — R et imaginaires Im f : [a,b] — R sont intégrables. Dans ce cas,

/abf(x)d:v: (/abRef(x)dx) +z‘(/b1mf(x)dx),

a
EXEMPLE 3. Pour n un nombre entier fixé, la fonction
e = cos(nx) + isin(nx)
est a valeurs complexes, 2m-périodique, de partie réelle cos(nx) (qui est 2m-périodique et paire) et
de partie imaginaire sin(nz) (qui est 27-périodique et impaire).
On a : (cos(nz)) = —nsin(nz) et (sin(nz))’ = ncos(nz). Donc

(€™ = (cos(nx)) + i(sin(nz)) = —nsin(nz) + in cos(nz) = in( cos(nz) + isin(nz)) = ine™®
Sin =0, alors ¢ =1, dou [T e dx = [T 1dx = 2m.

Sin #£ 0, alors

/ COS('I’L])) der = 2/ COS(TLLL') dzr = 2[% sm(nx)]izg = 07
0

—T

/ sin(nz)dx = 0,

-7

d’ou
™ . ™ ™
/ e dx = (/ cos(nx) da:) —l—z(/ sin(nz) d:c) =0.
—Tr —T —Tr
2. Séries de Fourier
Par la suite on notera par Z l’ensemble des nombres entiers ..., —2,—1,0,1,2,.... Comme

auparavant, le symbole n indiquera toujours un entier. On écrira donc n > 0 pour indiquer que n
est un nombre entier non-négatif.

DEFINITION 4. Soit f une fonction 27-périodique et continue par morceaux sur R.
Les coefficients de Fourier réels de f sont les nombres a,, et b,, avec n > 0, définis comme suit :

1 T

a = _Wf(x)dx,

by = O,
1 T

anp, = — f(x) cos(nx) dx (pour n > 0),
™ —T
1 (™ .

by = — f(x)sin(nx) dx (pour n > 0).
T —T

Les coefficients de Fourier complexes de f sont les nombres ¢, avec n € Z, définis par

1 (7 ;
Cn = 5 - flx)e "™ dx.
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Les formules définissant les coefficients de Fourier peuvent s’écrire en forme plus simple lorsque
la fonction f est paire ou impaire.

LEMME 2. Soit f une fonction 2w-périodique et continue par morceauz sur R.

(a) Si f est paire, alors

aw = i/ﬂﬂf(w)dm,

2 ™
ap = / f(z) cos(nzx) dzx (pour n > 0),
T Jo
b, = 0 (pour n>0).
(b) Si f est impaire, alors

a, = 0 (pour n >10),
bp = 0

b, = i/;f(a:)sin(nx)da: (pour n >0).

(c) Les coefficients de Fourier réels et complexes sont liés par les relations suivantes :

an, = Cpt+c_p (pour n >0) (5)

b = ilcn —c—p) (pour n > 0) (6)
an — tby,

o= (pour n >0) (7)

cp = w (pour n>0). (8)

Les formules ci-dessus donnent, en particulier, pour n =0 :

ag
co = 5 et ap = 2¢g -

DEMONSTRATION. Pour les parties (a) et (b), on utilise la remarque 3. En effet, puisque le
produit d’une fonction paire et d’une fonction impaire est impaire, tandis que le produit de deux
fonctions paires ou de deux fonctions impaires est paire, on a :

— si f est paire, alors la fonction f(x)cos(nz) est paire pour tout n > 0,

— si f est paire, alors la fonction f(x)sin(nz) est impaire pour tout n > 0,

— si f est impaire, alors la fonction f(x)cos(nx) est impaire pour tout n > 0,
— si f est impaire, alors la fonction f(x)sin(nz) est paire pour tout n > 0.

Les relations entre les coefficients de Fourier réels et complexes utilisent les relations

ein:p + e—inz einz _ e—inz
cos(nx) = — sin(nx) = —
e = cos(nz) + isin(nz) , e """ = cos(nz) — isin(nz) .
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Par exemple, on a :

b, = L f(z)sin(nx) dx
T J -7
_ L T f(l’) (emz _ e—inr) dx

2w

= _Z217r(/_7; f(z)e™® da — _7; f(x)e e da:)

= z(% g fz)e "™ dx — o f(z)e™ dx)
= i(cn —c_p).
O
EXEMPLE 4. Soit f la fonction 27m-périodique sur R définie sur [—7, 7[ par f(z) = |z|. On

remarque que la fonction f est continue et paire.

—2m —T 0 ™ 2T

On calcule ses coefficients de Fourier réels. Puisque f est une fonction paire, on a b, = 0 pour tout
n > 0. Pour les coefficients a,, avec n > 0, on a :

1 ™
an, = / |z| cos(nx) dx

T —Tr
2 ™
- / z cos(nz) dx [car f est paire et > 0 sur [0, 7]]
T Jo
= g{ [xsm(nm)} _/ sin(nx) dx} [intégration par parties|
T n =0 0 n
2 [T si
= s / M dx [car Sin(O) = sin(mr) - 0}
™ 0 n
21 [eos(nx)]""
 Tn n o0
21
= - (cos(nm) — 1)
2
= o (D=1
. 0 si n > 0 est pair
| ==k sin est impair
Pour n=0: - _ 1 1
ap = / |x| de = = (z) sin(nz) do = 7@2]3 — a2
- 0 T e
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Pour calculer les coefficients de Fourier complexes de f, on peut utiliser les relations données
dans le lemme 2 :

_ap—1iby  a, JO sin > 0 est pair
e = 2 2 ——23 sin >0 est impair
_ap w
0 = 5 =3
Cp = @:%:cn (pour n > 0).

DEFINITION 5. Soit f une fonction 2w-périodique et continue par morceaux sur R. La série de
Fourier de f est la série de fonctions donnée par I'une des formes suivantes :

[e.9]
— en forme réelle : % + Z (an cos(nz) + by, sin(nz)) .

n=1

—+00
— en forme complezxe : E e,
n=—oo

EXEMPLE 5. La série de Fourier de la fonction 2w-périodique donnée par f(z) = |z| sur [—m, 7|
est :

— en forme réelle :

™ 4 T 4
77 2 e =5 =) et Do),

n>1,n impair

— en forme complexe :

] 2 ; —inT

n€Z,n impair n>1,n impair

Dans la définition de série de Fourier en forme complexe donnée ci-dessus, écriture S5 ¢, e

(ou Y, ez cne™®) est formelle. La notion de convergence d'une telle série est précisée comme suit. .

+oo inx

DEFINITION 6. Pour N > 0 la somme partielle N-iéme de la série de fonction Y '>° cpe
est la fonction 2m-périodique Sy donnée par

N
Sn(x) = Z e
n=—N

On dit que la série Z;’;io_oo cne™ converge simplement (respectivement, uniformément) vers la
fonction 2m-périodique S sur R lorsque la suite (Sy) converge simplement (respectivement, uni-
formément) sur R vers la fonction S.

Si les coefficients ¢,, dans la série Z:f_ o cne™ sont les coefficients de Fourier complexes de la
fonction 27m-périodique et continue par morceaux f sur R, alors on écrit :

N
Snf(z) = Z cne'™
n=—N
Sf(z) = Z cne™t = ILm Snf(x).



On a associé a toute fonction 27-périodique et continue par morceaux sur R sa série de Fourier
(en forme réelle ou complexe). Il se pose maintenant la question si cette série converge et, si la
réponse est positive, si elle converge vers f (ce qui permettrait de “reconstruire” la fonction f a
partir de ses coefficients de Fourier). On demande donc si la série de Fourier de f converge vers sa
somme S f et, lorsque la réponse est oui, si Sf = f. Dans ce cas on aurait donc :

[e%e] —+00

j ag .

f(z) = Z cpe™t = 5 T Z (an cos(nz) + by sin(nz)) .
n=-—00 n=1

Des hypotheses sur f seront nécessaires afin d’avoir des réponses positives.

La convergence simple de la série de Fourier est donnée par le théoreme suivant.

THEOREME 1 (Théoréme de Dirichlet). Soit f une fonction 2w-périodique est C1 par morceaus.

o Fla+) + a-)
i x x—
i S fa) = )
pour tout x € R.
En particulier, lim,_, o Sy f(x) = f(z) pour tout x € R tel que f est continue en x. Donc la
série de Fourier de f converge simplement sur R vers f lorsque f est une fonction 2m-périodique,
continue et C' par morceauz sur R.

REMARQUE 4. f est continue en z si et seulement si f(z) = f(z—) = f(z+). Lorsque f est
continue par morceaux (en particulier, si f est C' par morceaux), si f n’est pas continue en x, alors

f a un saut en z. Dans ce cas, w est le point d’ordonnée au mileu entre f(x—) et f(x+).

Sy | ~

fla=)+fz+) V..o
2 .

) |

EXEMPLE 6. On considere a nouveau la fonction f de 'exemple 5. Puisque f est continue, on
conclut que la série de Fourier de f converge simplement vers f sur R, c’est-a-dire pour tout = € R
on a:

T 4
2oy S eos((2n + 1)x) = o]
5 2 T 1 cos((2n + 1)z) = |z|

Par exemple, pour x = 0, on obtient :

T
TN,
2 nz>07r(2n—|—1)2

c’est-a-dire



Le théoreme de Dirichlet nous dit que si f est 2r-périodique, C'' par morceaux sur R et continue,
alors la série de Fourier de f converge simplement sur R vers f. On a en effet méme la convergence
absolue et uniforme.

THEOREME 2. Soit f une fonction 2m-périodique, C' par morceauz et continue sur R. Alors la
série de Fourier de f converge absolumment et uniformément sur R vers f.

Une fonction 27-périodique et C! par morceaux sur R est uniquement identifiée & partir de ses
coefficients de Fourier. Ceci est précisé par le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Soient f et g deuz fonctions 2m-périodiques et C' par morceauz sur R. Si tous
les coefficients de Fourier de f et g sont égaux, alors f = g.

L’ensemble des coefficients complexes d’une fonction 27-périodique et continue par morceaux
sur R permet de définir la transformée de Fourier de f.

DEFINITION 7 (Transformée de Fourier). Soit f une fonction 27-périodique et continue par
morceaux sur R. La transformée de Fourier de f est la fonction f :Z — C définie par

f(n)=cy,= % /7; f(z)e ™ dg .

Si f est 2m-périodique et C' par morceaux sur R, alors sa dérivée f’ est 2m-périodique et
continue par morceaux sur R. On peut donc calculer les coefficients de Fourier de f’ et écrire sa
série de Fourier. Le lien entre les coefficients de Fourier de f et ceux de f’ est établi dans le lemme
suivant.

LEMME 3. Soit f une fonction 2m-périodique et C' par morceauz sur R et soit f' sa dérivée.
On note :

Gy by, Cpy les coefficients de Fourier de f
a,, b, c, les coefficients de Fourier de f'.
Alors,
al, nby, , b, = —nap, pour n >0
CL6 = bo =0
ca, ey pourn € 7.

REMARQUE 5. L’écriture a),, b,

", ), est une notation. Il ne s’agit pas de dérivées!!

DEMONSTRATION. Les relations entre les coefficients de Fourier de f et de f’ sont montrées par
intégration par parties. Par exemple, pour a), avec n > 0 on a :

ay, = % _ﬂ 1'(z) cos(nx) dx
= % {[f(:c) cos(nz)]"_"_+ n/ﬂ f(z)sin(nzx) dx}
= nl j f(z) sin(nx) dz
= nby,.

Dans ce calcul, on a utilisé le fait que f(x) cos(nx) est 2r-périodique, donc f(7) cos(nm)— f(—m) cos(—nn) =
f(m) cos(nm) — f(m) cos(nm) = 0. 0

Pour calculer la somme de la série de Fourier de f’, on applique le théoréme de Dirichlet a f’.
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THEOREME 3. Soit f une fonction 2m-périodique est C' par morceauz. Si

e8] a 400
Z e — ?O + 7; (an cos(nz) + by, sin(nz))

n=—oo =

est la série de Fourier de f, alors la série de Fourier de f' est

o] +o0
Z incpe™’ = Z (nby, cos(nz) — nay sin(nz)) .
n=-—00 n=1

Si la dérivée f' de f aussi est C' par morceauz, alors sa série de Fourier converge en tout x € R

vers
fa=) + (=)
2 bl

qui est égal a f'(x) si f' est continue en x.

EXEMPLE 7. On considére & nouveau la fonction f de lexemple 5. Alors f est la fonction
27-périodique et C'! par morceaux donnée par

-1 si—-n7<x<0
") —
fz) {1 si0<zx<m

fllemt)=-1=f(0-) et f(0+)=1=f(7-).

Les coefficients de Fourier de f sont calculés dans I’exemple 4 et sont :

ap (n>0) b, (n>0)|c, (n€Z)
s sin=20 5 sin=20
0 sin > 0 est pair | 0 0 si n > 0 est pair
—# si n est impair —# si n est impair

Les coefficients de Fourier de f’ sont calculés a partir de ceux de f en utilisant le lemme 3. Ils sont :

al, =nb, (n>0) | b, = —na, (n >0) ¢, =inc, (n € Z)

n
{0 si n est pair {0 si n est pair

4 sin est impair —2L §in est impair
™ ™

La série de Fourier (en forme réelle et en forme complexe) de f’ est

+oo . 4oo
4 1 —2 1,
- Sin((?n — l)q;) = <t i(2n—1)z
Trn:l 2n—1 T T 2n —1

Elle converge simplement vers la fonction 27-périodique sur R donnée sur [—m, 7[ par
-1 si—7m<x<0
S(x)=4¢0 siz=0ouz=m
1 si0<zxz<m.
La somme S coincide avec la fonction f’ sur chaque intervalle |km, (k + 1)x| (avec k € Z car sur
chaque intervalle de ce type f’ est définie et continue.
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THEOREME 4 (Formule de Plancherel (ou de Parseval)). Si f est une fonction 2n-périodique et
continue par morceauxr sur R, alors

[ee]

L [" 2 2G5 N~ontb
o _W|f(~'73)| dr =Y |en :Z—i_r;. 5

n=—00
On remarque que la deuxieme égalité dans la formula de Plancherel est conséquence des identités
2
|col? = % et

aZ + b2

|Cn|2 = 4 t = |Cfn|2

pour n > 0.
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