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TD1 : ESPACES VECTORIELS

Exercice 1

1. Soient K un corps et A un ensemble non vide. F(A,K) désigne l’ensemble des

fonctions de A dans K. On définit sur F(A,K) une addition et une loi externe

comme suit : soient f, g 2 F(A,K) et � 2 K alors f + g est définie par 8x 2
A, (f + g)(x) = f(x) + g(x) et �f est définie par : 8x 2 A, (�f)(x) = �f(x).

Montrer que F(A,K) muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur K.

2. Parmi les ensembles suivant, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R) :

F0 = {f | f(0) = 0} , S = {f deux fois dérivable | f 00
+ f = 0}

F1 = {f | f(0) = 1} , I =

⇢
f continue |

1R
0

f(t) dt = 0

�

F0,1 = {f | f(0) = 0 et f(1) = 0} , El =
⇢
f continue | lim

x!±1
f(x) = l

�

B = {f bornée}

3. On considère l’espace vectoriel F(N,R) des suites de nombres réels.

(a) Montrer que l’ensemble des suites qui convergent vers zéro est un sous-espace

vectoriel.

(b) L’ensemble des suites croissantes est-il un sous-espace vectoriel ?

Exercice 2 Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de C3
?

1. E1 = {(x, y, z) 2 C3
; x = 2y + z = 0 } ;

2. E2 = {(x, y, z) 2 C3
; x� y + z = 1 } ;

Exercice 3 Dans R4
, on considère les trois sous-espaces :

E =

⇢
(x1, x2, x3, x4) 2 R4

;

⇢
x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0

2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0

�
,

F =

⇢
(x1, x2, x3, x4) 2 R4

;

⇢
x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 0

3x2 + 4x3 + 2x4 = 0

�
,

G =

⇢
(x1, x2, x3, x4) 2 R4

;

⇢
x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 0

2x2 + x3 + 2x4 = 0

�
.

Montrer que E \ F = {0R4} et que E \G est une droite vectorielle que l’on déterminera.
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Exercice 4 Dans R3
, considérons les trois sous-espaces F = {(x, y, z) 2 R3

; x+y+z = 0},
G = Ru, où u = (1, 1, 0) et H = {(x, y, z) 2 R3

; 3x+ 2y + z = 0}
1. Montrer que F et G sont supplémentaires.

2. Montrer que R3
= F +H mais que cette somme n’est pas directe.

Exercice 5 Soit E = F(R,R) l’espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F

l’ensemble des fonctions paires (ie f(�x) = f(x) pour tout x 2 R) et G l’ensemble des

fonctions impaires (ie f(�x) = �f(x) pour tout x 2 R).
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

Exercice 6 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Montrer

que F [G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F ⇢ G ou G ⇢ F .

Exercice 7 Soit M2(R) l’espace vectoriel sur R des matrices 2 ⇥ 2 à coe�cients réels.

Parmi les sous-ensembles suivants de M2(R), lesquels sont des sous-espaces vectoriels.

1. E1 =

n
A =

✓
a b

c 0

◆
2 M2(R) : a+ b = 0

o

2. E2 =

n
A =

✓
a b

c d

◆
2 M2(R) : ad� bc = 1

o
.

Exercice 8 Soient E = R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels et F le

sous-ensemble de E formé des polynômes P qui satisfont les propriétés suivantes :

• P est de degré  3,

• P (1) = P (0),

• P (�1) = 0.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E. Déterminer la forme d’un élément

de F .

2. Déterminer l’intersection F \ G si G est la droite vectorielle engendrée par le po-

lynôme P (X) = X.
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