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EXERCICE 1

On consideére la permutation suivante
o 12 3 45 6 7 8 9
~\4 6 97 25 8 1 3)°
1. Décomposer o en produit de cycles de support disjoints. (1 pt).

2. Déterminer la signature de 0. (1 pt).
3. Calculer 0202, (1 pt).

Solution:
1.Ona:0=(1478)0(265)0(39).
2. La signature d'un k-cycle est (—1)*~! donc comme la signature ¢ : (Sg,0) — ({—1,1}, x) est un
morphisme de groupes :

e(0) =e(1478)e(265)e(39) = (—1)* H(—1)> 1 (-1)*" ' =1.
3. L’ordre de o est égal & ppem(2,3,4) = 12, donc 0'? = ids,. Or, 2020 = 12 x 168 + 4, donc :

02020 = 6? = (265)' = (265).

EXERCICE 2
Soient E un K-espace vectoriel et {a1,as, a3, as} une famille libre de vecteurs de E. On définit les sous-espaces

vectoriels suivants, de F :
F =Vect(ay + az,as), G =Vect(ar + as,aq) et H = Vect(a + a4, as).

1. Déterminer les sous-espaces vectoriels suivants : FNG, FNH et GNH. (1,5 pts)

2. La somme F' 4+ G + H est-elle une somme directe? (1 pt).
3. Trouver un vecteur v de F'+ G + H qui admet deux décompositions différentes dans F+ G+ H. (1 pt).

Solution:
1. Soit x € FNG. Alors il existe A1, Aa, A3, A4 € K tels que :

€T = )\1(&1 + ag) + Agasz = )\3(@1 + (Lg) + Agaq

c’est-a-dire :
(M —As)ar +Aag + (A2 — Az)az — Aaas =0

Comme la famille {ay, as, a3, a4} est libre, on a alors :

AM—A3=0
A =0
Ay —A3 =0
—A =0
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D’ott A; = 0 pour tout 7 € [1,4]. Donc = 0g et donc FNG C {0g}. La réciproque est immédiate car
F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. Donc F'N G = {0g}. On montre par un raisonnement
similaire que FNH = {0g} et GNH = {0g}.

2. Posons V := Vect(ay, az, as, as). Comme la famille {a1, as,as, a4} est libre, alors dim(V') = 4.
F,G et H sont des sous-espaces vectoriels de V' car ils sont engendrés par des éléments de V. En
particulier, F' + G + H est un sous-espace vectoriel de V. De plus, F,G et H sont de dimensions 2
car les vecteurs qui les engendrent ne sont pas colinéaires. Si la somme F + G + H était directe, alors
dim(F + G+ H) =dim(F) +dim(G) + dim(H) =2+2+4+2 =6 > 4 = dim(V) ce qui n’est pas possible
car F'+ G + H est un sous-espace vectoriel de V. Donc la somme F' + G + H n’est pas directe.

3. Posons v := ay. Alors v admet deux décompositions différentes :

v={(—az)+ (a1 +a3)+0€ F+ G+ H
=(a1+a2)+0+(—a2) e F+G+H

Méthode différente :

On peut remarquer (d’aprés 1, le fait que dim(F) = dim(G) = dim(H) = 2 et que dim(V) = 4) que
I'espace V est la somme directe de deux parmi F,G, H et donc il contient le troisieme. Par exemple,
HCV =F®G. Siv e H, on trouve alors (uniques) vp € F et vg € G tels que v = vp + vg. Par
conséquent,

v=04+0+veF+G+H
v=vp+uvg+0€F+G+H

sont deux décompositions différentes de v pour tout v € H tel que v # 0.

EXERCICE 3
R3 et R? sont deux R-espaces vectoriels.
On considére I’application f de R? dans R? définie par

flx,y,2) = (x — 2y + 2,20 +y — 32).

1. Montrer que f est une application linéaire. (1 pt).

2. Ecrire la matrice A = M(f;C3,Cs) de f relativement aux bases canoniques C3 = (a1, az,a3) de R? et
CQ = (bl,bg) de Rz. (1 pt)

3. On consideére les bases respectives de R? et R? suivantes
Ch = (a1,a1 +ag,a; +az+az) et Ch=(by,by — ba).

(a) Déterminer la matrice de passage P de la base Cs vers la base C5. (1 pt).

(b) Déterminer la matrice de passage @ de la base Co vers la base Cj et Calculer sa matrice inverse Q1.
(1 pt).

(c) Soit M = M(f;C4,Ch) de f relativement aux bases Cj, C5. Exprimer la matrice M en fonctions des
matrices A, P et Q7! et la déterminer explicitement. (1 pt).

(d) Sachant que f est surjective, déterminer Ker(f) sans aucun calcul. (1 pt).
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Solution:

1. Soient u = (z,y,2) et v = (2',%/, ') deux vecteurs de R? et X\ € R. Alors

FOu+v)=fOz+2"  y+y, 2+ 2)
=M+ 20y +y)+dz+2 202 +2) + dy+y —3(Az+2))
=Nz —2y+2)+2 =2y + 2, A2x +y —32) + 22" + ¢ — 32
=M@,y 2) + (a9, 2)
= Af(u) + f(v).

Donc f est une application linéaire de R3 dans R2.

2. 11 suffit d’évaluer f sur la base canonique de R? :

£(1,0,0) = (1,2)
£(0,1,0) = (—2,1)
f(0,0, 1) ( 73)

Donc :
1 -2 1
A= (2 1 3) '

1
3. (a) La matrice de passage de la base Cs vers la base C§ est P := M (idgs;C3,C5) = | 0
0

[ R
— =

(b) La matrice de passage de la base Cs vers la base Cj est QQ = ((1) _11) . On remarque que Q* = I,
donc Q' = Q.
(c) D’apres la formule du cours, on obtient : M = Q~1AP. On trouve M = <_32 _23 8) :

(d) Si f est surjective, alors Im(f) = R2. Donc d’apres le théoréme du rang :
3 = dim(R?) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = 2 + dim(Ker(f)).

Donc Ker(f) est de dimension 1. Il suffit de trouver un vecteur non nul de R3 annulant f. La
troisiéme colonne de M donne les composantes de f(ay,az2,a3) dans la base C5. Puisque cette
colonne est nulle, on a donc : a; + az +az = (1,1,1) € Ker(f). Ainsi,

Ker(f) = Vect(1,1,1).

EXERCICE 4

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f un endomorphisme de E tel que f2 —2f —3idg = 0.
1. Montrer que f est un automorphisme de E. (1 pt).
2. Montrer que Im(f — 3idg) C Ker(f + idg) et Im(f +idg) C Ker(f —3idg). (1 pt).

3. Trouver deux nombres réels a et b tels que
(Vx € E), x=a(f+idg)(x) +b(f — 3idg)(z). (1 pt).

4. Montrer que
E = Ker(f —3idg) ® Ker(f +idg). (1 pt).

5. En déduire que
dim (E) = dim Ker(f +idg) + dim Ker(f — 3idg). (0,5 pt).
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Solution:

1. f est un endomorphisme de E et on a : f o (f — 2idg) = 3idg donc fo (5f — 2idg) = idg. On a de
méme, (%f - %sz) o f =idg Ainsi, f est bijective et son inverse est f~! = %f — %idE. Donc f est un
automorphisme de F.

2. o Soit y € Im(f — 3idg). Alors il existe z € E tel que y = f(x) — 3z. On a :

(f +idp)(y) = f(y) +y = f*(z) = 3f(2) + f(2) — 3z = (f* = 2f - 3idp)(z) = 0.

Donc y € Ker(f 4 idg). Ainsi, Im(f — 3idg) C Ker(f + idg).

e Soit y € Im(f +idg). Alors il existe x € F tel que y = f(z) + . On a :
(f = 3idp)(y) = f(y) = 3y = f*(x) + f(2) = 3f(x) = 3¢ = (f* — 2f — 3idp)(z) = 0.

Donc y € Ker(f — 3idg). Ainsi, Im(f +idg) C Ker(f — 3idg).
M¢éthode différente : on a

(f +idg) o (f = 3idg) = f* —2f — 3idg =0 (1)
(f —3idg) o (f +idg) = f* — 2f — 3idg =0 (2)

Siy € Im(f — 3idg), alors il existe z € E tel que y = (f — 3idg)(x), d’on
(f +ide)(y) = (f +idp)(f — 3idp)(x) =0

d’apres (1). De méme, si y € Im(f + idg), alors il existe z € E tel que y = (f + idg)(x), d’o
(f = 3idg)(y) = (f — 3idp)(f +idp)(z) = 0

d’apres (2).

3. Le couple (a,b) = (3, —1) convient.
4. o Montrons que E = Ker(f — 3idg) + Ker(f +idg). Soit 2 € E. Posons : { i

x1 € Im(f +idg) C Ker(f — 3idg).
XTo € Im(f — 3ldE) C Kel’(f + ZdE)
De plus, x = x1 + 22 d’apres la question 3.

Alors on a d’aprées la question 2 : {

e Montrons que Ker(f — 3idg) N Ker(f +idg) = {0g}. Soit x € Ker(f — 3idg) N Ker(f + idg). Alors
f(x) =3z et f(x) = —x donc 42 = 0 et donc x = Og. La réciproque est immédiate car Ker(f — 3idg)
et Ker(f +idg) sont des sous-espaces vectoriels de E.

Finalement,
E = Ker(f — 3idg) @ Ker(f + idg).

5. D’apres la question précédente, on en déduit immédiatement en passant a la dimension que :

dim(F) = dim[Ker(f — 3idg) ® Ker(f + idg)] = dim(Ker(f — 3idg)) + dim(Ker(f + idg))
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