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DEE 14 Une representation d' une algin de die of est omdicampssable si elle n'est pas isomorph ai ea pg, a
somme derech de deux nous- representations propels co autre qui elle mime et {03) #2.)= (gg)
REMAR-0.VE Jreriduchlle ⇒ indieomposable

g sternestgo.ge?niairei,
d' ni amurogarment determinespar son valuer# a Nicessavemint Morphisme d'algibes de hier

EX . of= ¢ , V-
- 02

,
it! Q t yea) difrmie par ITCD= 99 I care Q et it sont de dimension I , dome aktionnest

Ill
-

Ylgtc) agr ssant sur Q2 ( neckties colonne) par multiplication
matricide ICD (fu ) =P 418748 )WC Q2 est it -Omniareant si All)WCW .

I o

W
'

- Q( L) est it- invariant (et t {03,W) , ol
' oui it m ' est pas irreducible .

Um Sor deCl' autre que 403 ,Q2 est de derris 1
, dome un se prespa de MCD.

Or
, ICD possede rallier people 0 ( demulti . algehigue 2) avec l - dem sous- espace pcspre WsCl (f )

Done it est undecomposable mais pas irreducible.

DEFY Om dit gu
'

une representation est compliment irreducible ( ou semi.simple) Si
elle est une

somme direct de sous - representations irreducibles .
Ex off, V= Cl

'

,
it : G -' yl lol4 def par ith) = ( f ? ) .

Les deux se prepuces de ith) , notamment
11

YlzCE)
W
,
= Q (L) et w; ① (g ) , room't it-unravelants et D=Q2 = W,

⑤Wz . Dome Ct , est compliment
reductive

EXERCICE Manker : ( it,V) est compliment irreducible si et ovulement si tout sev W dev qui
est it- invariant possiede un complimentavi it- invariant (aid I un Sev W

' deV bel que
W' est it. vmrareant et V = W⑤W ' )

§ 4 ALEEBRES DE LIE SIMPLES
,
SEMI SIMPLES

,
RESOLUBLES

,
et NILPOTENTES

NOTATION : Si of est une Algiehe dedie at or,b deux Ia de Lui de y , on note

[oh,b ] = VediHouy ] : Ken, YES } (ser de y en general)
~

~
~
~

REM ID rear , beb sa de Ici de og ⇒ (or, b) C [or, b )
H Dans notte motatum, un Ser f de g est un ideal de og si et sentemint si CE, g)c E
(3) Si q , f sont deux ideaux de y ,

also [ E.II est un ideal dey (identic de Jacobi )

DEF16 EY , y] s
'

appelle Ca sous . algihe divine de y ( en fait , an ideal de y ) .

Dans cette section ,
on
'

etwie les proprieties d' une algin de die ai paretic de ses idiause.

Deja me : og ateeiinne brusque fog , of ] = {03 .
A e

'

autre extremities on a Ces algebras de die
Satosfav'santes [y ,if] = of com appelle as algebras de sie parfaits ) . On Etudwea une classe

important dialogues de Lie parfaits i les algohes de Liv semisimple . Pammi Alles - cli

m tooune les algebras de die ormiles , qu
'
om na difrmvi .
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DET 17 Une algihe de die g sur IK f- IR re Q) est die simple si
CD og n'est pas ateeunrie ( iced [gift go})
H g m' a pas diodeaux differents de lo) et g .

REM : in +(2) 3 f- centre de g)= O et log ,of]=of .

REMARQUE : cehioieme de Ado pour les algiers de sie sur IR ou Q ayant centre trivial.
Si of est une algebra de die (sure IkeRou belle que 3cg) (par ex. si g est simple) , odors of est isomorph

-

ai une nous-algeihe de hier de offkN) oil dimVs . centredeB

Freud ad : of→ oglykCy7estumjeotviccwekve@df-3lykLo3.Done of est une algieba de die
isomorph ai ady , qui est ane sa de hier de yl*log) . Lienonce est dome nai avec Ve y .

EXEMPLE of= slgllk) = { Ac-MalK) : trace(A)so} = {A = (gYa) ; a,er , cells } , IMB] =AB-BA
( Ike IR ou Q )

on pose : x -
- ( g j ) , y = ( 98 ) ,

b- ( j ?) .
Abu la, y , h} est une base de HallK) .

Crochet de hier identifier par les commutateWes :

(x,y] = h , [ h ,set 2x, 1h, y] = - 2y l done x, y, h sont neatens testees de aah ,

de valuers propels 2,-2,0 respectremount )
On Monte que og est simple .

Pour a farci : soit {0ft Ec of an ideal . Soit axtby teh EE
Pais que f est an ideal ,
{ a @dxYfascttytohIfxfa.aset ly teh)J= [x, th t 2ex) = - 2bx
{ a lady)' lastly tch)-- ly , Cy , asctlyteh)) -- [y , -ah -12cgJ - zag
si ato, aloes ye q , d

' ai en = [x, ggg
c- E et dome x-ygqh.scJe q

. Dome E -og .

De mime
,
si fto, alois neg et f- g .

Si a-fio , alms hef et dome les crochets avec h dormant x, yah , Iad f-go
,

I

Aimso slgflk) est simple . 0

On inbooduit di autres classes d' algiers de die en Oberamt les commutateWes .

DEF 18 La se've deemed de e'algihe de die of est la suite descendant d' idiausc de og i

og
"
= of 3 of

' "
s fog , of] 3 of

'"
= (y

'"
, y
'" J 3 . . . .

3 of = [ y
'm ")

, g
'm"]?. . .

Om dit que og est resoluble s
'

il waste n bet que gon = fog .

Le plus petit bel n est e
' ordre de resolublete de og

EXEMPLES d) of abilunne tho}⇐ resoluble d
' Nobu de riesduhlute I

of ormile ⇒ dicesement pas risoluble ( ofMey pour tout m )
j



⑨ of- tm CK) = { matrices mom triangularis supervenes ai coefficients dans IK) 14

= ( x = (
"

o

"
'

.

.

. gym ) ; xij elk ) = {x - Cxij ) i ocij - o ti>j }

Smak) = { matrices diagonals mxm a
'

caffs dans IK}
nm HK) = { matrices mxm triangularis superieure sheeks ai eseffs dans IK }

= { ( gig) } = {x - Cxij) : xij=o tizj }

Em tant qui err. Swe IK : tmllk) = SmlIk)⑤ NnClk)

demi nmclk) = major = mtg ; duin Smak) on ; doin tmllk) -derrinmllK7tm_mlmI@mdkl.8mClk7Jso.caid8mClK7s.ade Lui ateeunne de glmclk)

Tx,yetmilk) : [n,y] (Ny - y g.
= E. Kik Ykj - I YikKhj

Nmllk)
= jk , ; kik Yrj - i§µ ; YikMaj

"
s

"
si tnllk)

d 'ai pmAKI, tmllkDc tmllk) (dome sa de Sie de gem(Kl )[ nmHK), nm HKDCnnHK)
g {eij} erase camomeg

've

Si eiji matrices ayant bows les eseffs o sauf celui ol
'

indice i.j Egal ai l de Mmllk)

also eij eke = onjkeie area disk - {
'

o sarin k

geoid bank maheuded 'ni feij , ere) = eijeke - ekeeij = Sjk e ie - Sei ekj nmllk) est comet.bntaire
Em particulier : pour itj , Kii , eij J - eij , d

' ni @mllkhnnllklfnmllk7decrschebsfze.y]
Dmc : nmllk) = COMAN, RMHKIJC ltmllk) , tmllk)]=fnmHk) ⑤ Omak) ,nm ⑤ Gm )

are NESN , y Enn (K)

CnnHK) t [8mclk7.am/lk7J=nmllK )
-

d' ai [ tmllk). bmllk) J = NmHK) . nmllk)

Ceci donne tmllk) !"

tmllkl
"
= [tnllk)", tmllkl" J = fnmclk) , nmllklg Heats eiji j - i 323 off 0¥!g ) )

m-3 : tslkl -- { (no" a..!
.
) )stick) ⇒idk) - l l ! ! ! ) ) st9Ak7={ (Iia)) Stu's lol

rn." team . If
"

.
! :*)) sticks .name/fji:Hsti%fEagb)foty%ea



Om peut Manker que tmllklh) = Veotgeij i j si et j -i >2h" } B
.

Idie : C calculi du f . . I
> si O seej , alas [ e ie , eejg = eij , d

' ni tout eij avec j - izz s
' e'crib comme commutator

de deux elee'mints avec Ce -it- Cj -e) = j - i

[ si e- i s, ghs et j -e s, ghs, abou j.is, g. gh
-2
, gh" J

conclusion : si 2h" s
, m ,
alas tmllk)

th! go} , d
' the tmllk) resoluble

9 4
LEMME 2 Soit O → E → of → M t O une Suerte escache courte de morphisms d

' algiers
de hier Coad

, 4omjectonci , Y surjective , IMAkeep )
Alas i og est resoluble so et seulement si f etB sont resolubles

Auge si f : one -is est un morphism di algebras de die, alas floim ) = flop
'?

⇒ i Suppesans que og est iesoluble et y
'meld.

Alas E
'm's 919 'm ) [care 4 : g → oh) iso]

et RM = Q ly)cm) [care surjective)
C Y

'm = to} , di ni f est reisdulle .
= 4 ( gem) ) =4403 ) = {o} , di ni R est resoluble

.

⇐ : Si f et k sont cisdukes , once {Milo} et Rim) so, alas 9 ( gem) =P( gym = EM . so},
d
' ai YM C keep = Imp .919) . Auntsi og

(Mtm)
= (yay lmk 4cgYm) . 9( gimmick {031--80}

O

COROLLAIRE I

N Si og est wisoluble
,
alas tallies as sous -algone de die de y et les omages hormomaphe ohY

sont resources .

H Saito y une algin de die resoluble et qc of an ideal. Alois : y est resoluble⇐ q et ylq sont
etsolubles

③ Si f ,B sont deux rideaux cisdunes de g , alas EtR est un ideal iesoluble de og
Treme
-

③ he theovine ol' u'so des e.r. s
'e'tend aux algiers de die : (E +BYR e Elf nm

-

A
,
R est resoluble et (ftp.1/zrisduthdomne ftR resoluble car

icesoluble
.

E e'est y

COROLLAIREIDEF 2 Gowk alge
' he de die og possede un unique ideal resoluble maximal (par

rapport a
'

e'conclusion) . Je s 'appelle le radical de g ,
Moti Rady

Jceuvo Rad og est la Somme de tous les voteaux masc deg .

DEF 18 Om dit qui une algin de die og est semisimple si Rady=0

Ex
. of simple ⇒ semisimple car Rady tog car og n'est par resoluble

EXERCICE So g est une algihe de die aterhouri, alois offRady
est semisimple


