
' G

BETIS La suite centrale de e' algiers de die of est la suite descendant d
'

ideause de y : ggg,

go- og s y ' sky ,of o of
'
= fog ,y

' ) 3 . . . S Y
" ly , Ym! ] on pacea suite ,

Om dit que y est nilpotente s' il esask n bel que y7-go} .
"⇐Roue

Le plus pilot let m est cadre de milpotence de of

RED go = of .- y
"' s y

'
- fog ,off of " s y

' =Lof , y
' ) s [ y

'"
, y
' " J = g .

Par recurrence : supposeons que g
m o ya .

Alas y
Mt's fog , yn ] yoga, gem) -- yen

"?

Pac consequent : of nilpotent ⇒ y resoluble .
#

EXEMPLES

(D y aktienne ⇒ of 's fog,g)so , d
' ni g nilpotent .

④ of= bmllk) est W'soluble (vote p. 14 - 15) , mais pas nilpotent . En fait (vote p. 147

to HK) = t'''m AK) = ( tmllkl, tmllk) J - nm(IK)
t'm HK) s ftnHK) , HmHk) J = AmClk)
dine tkmlk) = nm AK) t to} pure bout k 31

③ of -- nmHK) est nilpotent . Em fait (voice p. 14)
nmilk)

'
= (nmUK) , nmHKD = Veotf eiji j - i 323 = { I if ) )

Rm11142=1 nmUK) , nm HK)
'

) --VediIcij 's j - i 33}
r v - b

nm UK)
"
= Inmilk) , nmHk)" ) = Veotteij i j -i 3ktif

Si Rti 3M ,
Alois nmHK)

k
= go}

LEMME 2 Soit o → E Q of ¥ N → O une suite exacted
' algebras de Lei sur IK ElRaed)

( vid E.y,R algiers de Lie ; 4,4 morphisms d
' algebras de die ; 9 imjeotrf ;4 nurjechf ; Img-Kohl )

( y si og est nilpotent , alois E et Fs sont nilpotent .
④ so E.a sont nilpotentset MEK 31g) f- center of y) , areas of est nilpotent .

Jaune Si five → b est un morphism d' algiers de Lui , aloes f loom) = floe) m pure bout rn .

I dare recurrence , a cas ma
'etant nai

.

Si e'Egaluti est movie pour m, ales farm
" ) ifCloe , am I )

= [ floe) , flan) ) = [ floe) , floe) m ) = floe) MH j←

f morphine ↳ recurrence gig →4cg) isomorphisms

H si og est nilpotent et YMio , alois Em etch Em)Ckgm 1--411037=903

et RM= 4 log)
m
[car R.-4cg)]

= Y lym) [car4 Morphisme]
= 4 ({o}) = to} . 4morph. 4191=2

b
Q) Si R est nilpotent et Rm alas 4 ly m)

! 41ohm = Rm-40} , d'ai Ymckeeps Jmp o zag)
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et dono yn" = log , ofMk fog . 31g) g- go} , d' nd g est nilpotent o

COROLLAIRE 2

Si og est nilpotent , alas boules as sous - algihes de die de y et les umages homomaphes oky
sont nilpsknks .

g
sa de hier de gladof)

EXEMPLE o → 3cg) # of
¥ adof → o est une suite exacted' algebras de Ici

x t so

[care 3cg) ,of , adof algiers de Lie ; had morphisms d
'

algiers de die ; i imjechf ; ad surj . ;
Kerlad) = 3kg) = 4319)) J . Paisque 31g) est ateeuinne (dome nilpotent ) , le lemme 2 donne :

y est nilpotent ⇐ ady est nilpotent
REMARI.VE : endomorphisms et matrices nilpotents versus algebras de Lie nilpotent
par ca suite, V donde toujours un e. v. de dimension frnie.

• soit V un e .v. sure IkeIRou Q et 4 c-EndIV) f- application bmiavie V→ V ] . Om dit que 4 est nips,
bent s

' il exesbe meIN bel que 4M -
- o Lori 9M = 9om! )

• Ac- Mm CK) , IkeR ou 10 , est une maltier nilpotent s ' il eswite meIN bel que Am so.

• Si B est une base deV et A = MatBC47 , alas Am= mail.ggCgm ) , d
' ai A nilpotent⇐ 9 nilpotent

soit of c ye µCV) une sa de die de ye,kN) = (End,kN), C. ;] commutatewe)
Si of est une algohe de die nilpotent , cela ne signifier pas que bout Element KEY
( qui est un endomorphism de V ) soit un endomorphism nilpotent .
De mime

,
so ycylmllk) est une sa deLii de YenUK )- (Mm HK ) , l ; 7 = commietaken)

et y est nilpotente en tant gu' algin de Ali , cela ne signifier pas que tout AEY
(qui est une mature mxm) soit une maltier nilpotent .

EI of = Omak) = {matrices dragonales rn xm) est une algiers deLie atelunne , dome melts,
bente . D 'autre part I= Mattice identic c- Em CK) et Clairemont AMEN IM= Ito

ca'd I m ' est pas une Mateiu nilpotent.

he bein appeoprie entre algiers de die nilpsknks at endomorphisms nilpotents est
le suerramt . ms
Si Y est nilpotent , Ion ke que og

'm = [y , [y , . . . . [Y ,g) rid] =

d'ai t x, idea , . . . , um , y c-of

adx
, ( added . . . adam (Y) m )) = Gci , [ocg , . . . , Cam , y ) . . . JJ = 0

dad Vx
, peg, .. ., am adoc

,
o adsgo . . . o ad room= 0

Em particulier , Si x,= . . . =xm=x , on ofbent tooog Cada)mso , Ceci Monte

LEMME 3 si y est une aegihe dedie nilpotent , alois Voceof , adoceye ,Kay) est un

endomorphism nilpotent .
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Em fait , ee receivesque est aunt nai .

THEOREMEl ( Engel ) soit y une algebra de die our HEIRout. Aloes : y est nilpotent-e si et Soulement si Voceog
e
'

endomorphisms adoc est nilpotent .

Powe dimonline le bhioieme d ' Engel on a besom de plusreurs cisulbabs
LEMME 4 Si x eye,kN) est un endomorphism nilpotent , alas adx e yl ,* (ye,kN) ) est aussi un en

do

- -

og g
notpotent .

~ #quotient (pas d
'algin de Lei

(2) Soit og une algin de sie et E une sa dehier dey. Aloes ad : g → yep, (gig ) def par
si E pas ideal)

tattoo) ( y tE) = adxlylt g-Guy]+E pswe bout keg , ye of
est une representation de E sure ofIg

Theme CD Hyeoffkey on a adocCy)- ooo y -you = (ex- ca) Cy) oui ex : off,dV) → off,dV) ; ex : gladV)→ ofGKN)

Im teh que am so , di ni eam (y) = xMoy =O et cam = yo amso , y → Xoy y t yox
-

Xo. . . o X
-

m fois

la et re, eormmuknt : Tye off, CV) (exo really )= lady ooo) = 0044004

an
Korea) Cy)= realoooy) = Coy)ox

§ =
Dmc Cada)

M
= Ceo, reason g E, ( Sf ) look c.pan -k realm-k

= o
,
care i si k Bm, alois look = 0

Rio Si Kem, alas am. k>m et dome gem
-k
so

largecommietent

Avmsi adx est un endo nilpotent .

(g) On mantra di abad que andx : yl q → ofIq esbhenidifrmiiytq.y.bg ⇐ y -y
'EE , d' ai

adaly
') - adx ly ) = adaly

'
- y) = [x,y

'
-y
']

go.gg
c- f car G est une sade ai dey

aoTxc- off,dogIq) care adx est lindane
'

: Vy ,y
'
e g.TREK on a a~dsckytyy-adxcaytyy-q-aadxcyjtadx.ly' )

+ q = A CaddyIt E) tCaddy' ) + g) [care f-RE et Gt f-E plusque q sev devs I
= RandaCy) t Toboly' )

and if → legendofIq) est lvniavie car ad : y→ ye,ply) est linearis et done sa restriction adIq : E → yep,ly)
e'est anssi

H resbe in Monteiro ; and Lapd] = and ooo and od- andOdo and a foe,sole q
Or i aid (x,a

'

] (y)= [[x.od] , y] t q g
- gig et Et f-E ear E ser dey

kid x. and od - andod o anda)Cy) = [x,@', y] ItE - [a's Ex, y]]- E = [x, poiy'D + [Hiy] , od] tf
d' ai e'e'galette diapers evidentti de Jacobi . o

Le theorems suviranb genitalia era proprieties que si Pe ye,kN) est nilpotent, aloes 9 possede toujours un neckar
testee de Nallur people 0 . [Om reappellee qui om suppose dimV so ]

THEOREME2 Sort of une Sade di de gladDori Vt {o} . Si tout scarf est un endomorphism nilpotent
de V

, alas Into bel que xlv ) -0 Vocey .
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Faure dare recurrence sure during , a car dimy ⇒
'

chant calvesprieto des endos nilpotent d'arm

valuer propel 0 .

Suppsans que la proprieties est maio pour algebras de die de dim s dim y et om la momhe pour

of. Soit {§of une sous -algin de die ( elle excite, car Hoag , Ika est une belle) : Dome dunk dimy
Om peut Chorsine E de dimension omasumale pacmi alles -ai .

~
On consider ad : q → oglyk lofty) . GowbxeEc of est un ends nilpotent de V, dini aolxeyfkly) est un
emdo nilpotent de y ( Lemme 4.M) . Domo and so c- off,dog1g) est un endo nilpotent de oglq , car
andso ly + E) = add tf donne (and ytE) = FdaCadaCy)t E) =@dxYytG.i . . on itire

- - - cadre) k lytf ) = Cada)k y tf Tk

Paisque and(E) est une sa de Lui de gene(g IE) , bout Element Ida c-Idf est un endo nilpotent et
et derris and (G) s demEe demy , par e

'

hypothese de recurrence, Iggy,E bel que atxlyot-of-EV-x.EE
[0941 t E

odd Eye of - E bee que (x, y] Eq pure bout oof . H)
• a

dad ytftf f- redrew nul de yIg)

Par consequent , E§ EtKyaCy
et Et Ky . est une sa de die diaries cm et CE, g)CE .

dengue f est de dem masc pacmi les sa de Liv propels de y , om cornclub que Et IKyo = of
Jar clearance applique ai f , e ' ensemble Vo = {w EV : xcu) =O VoceE} est un sort fo} de V.

Hyeong on a y NokVo . Em effect : agech
Powe tous y soy, xEE on a xoy = yox t [xiy] dans y , d

' ai VareVo

Hy (WD= Gooy )CW)Ty 0041W) t [x,y](w) -- y 7=0
-

=p
Done Vy c- of on a yeylWo ) or car CE, yKE

Si om ehsrsib yeyo comme dans H ,
alas y.C-Yeah esb nilpotent comme endo deV et dome de Vac V.

Par consequent, I WoEV. bel que yotwo)=o . Plusque of= Et lKyo , V y .- atRy. Ey m ato

y (Wo ) =Get Ryo) (Va ) = x(Wo) + Ayotwo)
where I liar construction . T


