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,of Algieba de hier sur IK lilRoud) , Rog - fame de killing
hlemeiaui , symitugue , umvariant sur -

og

Ry
'

t y x.y 1k
, Roy (x, y ) -Teladx ady)

Le
. moyau de Rog

= kertky) e {Kay : Ky pay7=0 Hyeong }

Ry est mom.digemirie bosque Ker thy ) - go} .

PROP 1 (D KerlRy ) est an ideal de y
④ Si Ecg est un ideal

,
alas Rg - Ry 1µg emqu

'
on muni E du crochet de Lii de y .

Freyre EXERUCE
.

THEOREME 41 outcries de Cartan) Soit Y une algin de Lie our 1k .
Alois :

H og est resoluble ⇐ V-xeky.gl ifyeof on a Nog Cx, y)so (aid [g.g) C keelRy ) )

H Y est semi-simple ⇐ Ny est mom.digenecee ( acid KerlRy) e fo} )

On Montana (2) . Powell) : Novi p .ex . Humphreys , 84.3

DEF 22 Om dit qui une algebra de Loi est la Damme direct des videaux of, , .. . ,y, louque of = of;D
" - -⑤Yr

(somme derick d
'
e. or

. )

REI Si op g ,
⑤ . . . ⑤ og,

est oormme derick d' idiaux, aloes ti,ja,-, k, itj , on a [Yi ,DjJc of inofj
- fo}

Done y coronade avec la Somme derecho des algiers de Lii (yo , l; .] ) avec le crochet de Lii conduit

de Alvi de og , seems eadifrmitrom danni dans dif . G .

LEMMA 6 Soit j c y un ideal de e'algdhe de die y .
On note jt-fxcyiag.ca, y) -o Hye j ) , Alois :

H jb est un ideal de g .

(2) j n j b est un ideal resoluble de y et j n j 's keela-j )

(3) So y est semisimple et j tgo} , also Rj
=

say I j , j
est mom-digeniue .

Irene

Is tooj' , tzeg on a Ex, 2-I e j b : em effed Hye j

Noy ( Cx, 2-3 , y) = Rg (x, [z ,y] ) [care Ry est unwarranted

Ejb
t T

= o [car ace j t )

⑦ { = j ng't est un ideal car umhrrxctrom d
' idiause

.

jnjt = {xej : Hye j Ry (x,y)so } - {Xe ji Rj Cx,yto tyet }
' KekRj ) car Ryljxj on j

Pour momher que f est re
'

soluble
,
om nieufie le critic de Cartan , aid [E.{Ic Kuckg)

\be Bg Iq,getsq et txiyegnqlxiyl-aycq.gs?=0.Aimsikertkq) 3 { ok ,EI .
⑨ Piusque y est simisimple et j n js est ideal resoluble de y , on a y n j tag,Badly ) g {of
D
' arris (2) i kercsej) = jnjt = {03 , d' ni 2g. est mom-digemeui . y ss

O
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Jeune du couloir de semisrmplieeh deCartan i og semi-simple ⇒ Ry est mom-digineue .

⇒ : c'est le comme 6 (3) avec je og car y ny
'
- KerlRg )

⇐ i am Monte que si og mi est pas semi
-

simple, alois Roy est digemirie ( dad Kerikg)4903)

Si g m
' est pas semi-simple , alois Radley)t {of est an oddat resoluble de y .

Soit MEIN le plus grand entree teh que E - Radley)
'm't go} . Alois (E, f) = Badly)

'm")
-103 , ol' ai

Et {o} est un ideal atelier de og . Trecadxady)
-

Om neut manner que Ec Keefey) , iced Vocef on a Kyla,y)-- o Hyo y
beef , tyey adxady (og) c E ear q est un ideal dey
-

cy

d' ni Cadaady)
' '

og C la, ly, adocady (g)Jk (E , f) so , d
' ai Cada ady)7- 0 ,et achoo ady est

m
-

{ TE
CE

un endo nilpotent de og , D
'
ou Trladxady)=D .

Aimsi 04 Ecker (Ry) , di ni Ry est digemirie . O

Cor. 4 Si y est une algin de Liv semisimple, alois bout ideal jtfo} est semisimple .

Peewee Dans le lemme 6137 on a Montu que dans as hypotheses Nj est mom. digemirie
Domo j est semisimple d

' arris de outer de semi- semploahi de Cartan . O

REMARQUE/ RAPPELS

soit s ;D une forme bilinear're royomibwgue sur un ein. V sur IK ( s IR ouch , avec dorisV s to .

Soit U un ser de V
.
On difrmit :

U
'
= {xev : La, y>:O tryEU }

Kirk; -7)={xev : Lx,y) EV}

Aloes UnutsKook 's 'll uxu )
• Si s; . > est mom digemirie , als.rs dumb durin U t doin U

'

Triune A. Knapp, Basic algebra , p. 248
-249. O

80Whf-ou's, en general , UnoHo} , dome Vt U⑤ Ut . Pruicvsement, on a : pour V, U comme

w-denies i V = U ⑤ Ut ⇐ keek;>I uyu) ={o} ( iced L . . . > low est mom-digemtrie)

theyre Unb keek;Huw ) s d
'ai Keck ;D low ) = go} ⇐ Unut - to}

Domo derris (UTU' le ownU t drinkUt) - demi CU nut) , ol' at UNLV ⇒ dim wnubsgo}
-
=dvimv t

grassmann . O



LEMME t soit j cog an ideal de l' algiers de Lei semisimple y .
Alon og est la somme

Chuck's"

des vdiiawa Iet it , vid of j ⑤ jb ,
area Cj , j 5k jnjs -- go} .

"IWM da decomposition of = j ⑤jb est consequence de la remarque pricedunk et du lemme 6127

Pour Cj ,JT c j n j!go} d' apris ee lemme 6137 . 0

Rappel : on dit qui une algieba de sie y est mmph si ;
CD of m

'est pas ateliinne
-

M og m
'

a pas ol
' idiausc different de {of et g .

PROP
. I si y est une algin de Liu semisimple, on peut bourn des vdiausc Armfuls

of , , . . . , ofk de y
tels que of = of , ⑤ of g-D . . .

⑤ of pi ca

bout udial j de y est semi-simple et s
' Ecrit comme direct j . ¥,Yi ni ICI 1,2, .. ..

K}

Recipesguerrant , bout Somme direct d
'

algiers de die orrmpks est une algiers de Liu semi-simple .

Jeune

si j est un O'dial de y , alois j est semisimple (ca 47 et d
'

arris ee lemmet , y = j ⑤ jb avec

jt ideal , domo semisimple .

Suppsans que y m
'est pas simple .

Plusque un algin de Lui semisimple n'est pas atelienne,
alas y possiede un ideal jet {ol, y .

Dome go.jp jb et din's j s during , dim jbsobimy .
Par

recurrence men doing , on often la dicompositron cm .

Soit j un ideal *go} de g .
Om considine Mi i y

→

of , ea projection de y sur le Eeine Element

de la decomposition ④ .

• ai est un Morphisme d
'

algebras de Lie (car les gi sont dis hideous)
Bf : lineare : V .

Vx,yay , sox,t . . . . tock , y - y,
-1
. . .

'-yk avec ai ,y i c- of j Vi

stillx.y) ) ' Ii ( [ Ej Kj , Iie ye] ) = jpg Mi flag; yet ) g j, stil log , yj) )
- Cais Yi] = ftp.txhtticy) ]

[Xj ,ye] E lyj ,offc yj nye= do} si jte
[Yj , of j)c ofj

• tilj ) est un ideal de Yi (car ti est surjective)

PI Haag, Vy = stitz) are 2-Ej , plusque Iti est surjective , il eswite Wey teh que x Cw) , d
'ai

\
Cx, yf-Him , Mitzi ] = soil [wig? ) EitiCj )

ear [wigEj c ideal)

j -1-103 , dine it exist un indeed i can morons) bel que ai Cj 14903

Dome : plusque gi est simple , pour bout i ell, ru, k} bet que soitj) t 903, on a gie Iti (j )
• Si ai lj It{o} ( dons stillb-of;) , on a Yic j

Pf of is [ yo , guy = [ Yi ,stilj )) fyi , j Ic j ttxieyi , y -- y,t. . . +ynej .
Aloes y;- itily)

t Coco , y] = Ej Cai, yj] -- Cao , Yi]TaoisticYDcar yi simple
⇒ 31%1=803 dare [go,gjlcyinyf.gg si its

'

Ceci moment ①

Dome j = ⑤ Yi et w j ) = { Yi
si tic jIt 803

i c- fi,→k) O Shonom

tic j ) f {of
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• Soil maintenant age of ,④ . . .
⑤ of m une Somme clinch d

'

algiers de die ormiles . Si j Cy est un

ideal a'soluble decoy , alow. le mime argument ai - dissus Montu que the Cj) s go} Via, um , k ear

of; m ' est pas resoluble ( Rem : dans la Somme derecho d ' algiers de Lie ,
ee crochet est bel que )

[go , ofj] ego} thisj

D' ai je Lo} . of me possible. dome. amain. ideal. resoluble t got , dini y est semi- simple . O

§G ALGEBRES DE LIE REDUCTIVEs

DtF2 om dit qui une algin de Liv y est reductive si pour tout vdial a de y il esask an ideal b

de y bee que og - or⑤ b .

BEHARIUES

① semisimple ⇒ reductive (avec b = of)

② Rappels :
• une representation est dik compliment irresoluble si elle se decompose comme Somme dunk de

sous-reps vertduetitle

• TD n°1 , ear rep (it, V ) de y est completion . tired
. (oui dis'mV ca) si et sentiment si bores sevw

de V qui est it. invariant possible un supplementavi IT. tinwareant I ccid Iser W
'
it -invariant

bel que V= W⑤W
' )

Dome :

y est ciduchno ⇒ ad : ya yely) est compliment ive.

PROP. 3 Soit y une algebra de Liv reiductrnc .
(D si q est un voteat de g . alas g et gig bomb reiducbuvis .
④ of = Cy , oh -03kg) et Cy ,y) est semisimple
③ of est semisimple ⇐ 3191903

Peewee

( D EXERCICE

(2) Soit f un ideal dey tu que of fog ,yIDE ( il exist early ,ugh est un ideal de y do y est reductive)
on neut Mantua que f- zig) .
One
, [off]CE n [y ,y] = fo} , d

' at Cy, 53=407 , aid Bc 3191 .
T t

car Ecg
car f ideal dry

four go 319) : diapers CD
, fog ,y] est reductive , ly , y) n 3cg) est un ideal de ly , y] . Domo I b ideal de ly ,y]

tel que (y ,y) e-fly , g) n 31g)) ⑤ b . Alois [y , y] [b, by a b , di ni log ,y]n zag) = Lol. Ceci Montie NYK f
[ t 2- ogly) . On Evict 2- =3, -12g area 2-, e fog ,y] et sizeGc 3cg) , d' ai 2-1=2--23 E 3cg)n ly,y3=0 ,

d'oui 2=2-103Cy) J
Ainsi f =3log) et og -- ly ,y) ⑤ 3cg) .
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Pour momher que [of ,y) est semisimple ,
d'apris CD , fog,of reduction , d

'ai ad: log ,y] → gel Cy , op) x decamp,
se en ad- irreducible , aid fog ,g) = E ,⑤ Ep . . . ④ En mi Ej sont des hideous ad- Wiedmanthis delay , y)

=ad-umvarecint
L'argument utilise avant avec Ej au lien de 3 Montu

que fj me pimento pas e-he attains . Domo : ad.veritable t mom atewens ⇒ Ej simples .

D ' apprisea prop . 2 , log,y] est semi-simple .

③ Si Hoyt Loy , alms of y ,oh ⑤Ny) = log ,y] , qui ab semisimple diapers 121

Riaprsquement, on avail dija momhi que si g est semisimple, alas 3cg) o Loy . 0

EXAMPLE

① y aheieunni ⇒ og reductive ( Cy,one o)

y semisimple ⇒ y riduchic

② yeah ,
oil V est un err. de duris frmii , est une algin de Lui uiduchrie (nom semisimple)

④Uh , yeahJ = sech = { 4c-End(VI iTell -0} , 3 (gem) = E idv

⑧ Ylmllk) est etduchene
, [ oflmllk), oflmllk)) - SlmClk) , 3 (oflmllkD= ① Im


