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Introduction

Le but de cet article et d’introduire deux familles de fonctions spéciales liées aux systèmes de
racines et de décrire les problèmes ouverts liés à leur étude et à l’analyse harmonique qui leur est
associée. Les fonctions dans la première famille sont appelées fonctions Θ-hypergéométriques [33],
[24]. Elles sont des solutions du système d’équations hypergéométriques de Heckman et Opdam,
et un cas particulier important est celui des fonctions hypergéométriques de Heckman et Opdam
(voir [17], [29], [30] et leurs références). Les fonctions Θ-hypergéométriques sont une généralisation
soit des fonctions sphériques sur les espaces symétriques riemanniens de type non-compacts et
compacts, soit des fonctions sphériques sur une classe remarquable d’espaces symétriques non-
riemanniens, appelés les espaces symétriques non-compactament causaux. Les fonctions dans la
deuxième famille sont appelées fonctions Θ-Bessel. Elles sont des solutions du système d’équations
de Bessel de Opdam et ont été introduites très récemment dans le travail de Ben Säıd et Ørsted [1].
Un cas particulier important est celui des fonctions Bessel liées aux systèmes de racines de Opdam
(voir [27], [36], [5] et leurs références). Les fonctions Θ-Bessel sont une généralisation des fonctions
sphériques sur les espaces symétriques de type euclidien.
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1. Systèmes hypergéométrique et de Bessel

Les données de départ pour introduire les fonctions Θ-hypergéométriques et Θ-Bessel sont un triplet
(a,Σ,m), où :

– a est un espace euclidien réel de dimension finie n et de produit scalaire 〈·, ·〉 ;
– Σ est un système de racines dans l’espace dual a∗ de a ;

– m est une fonction de multiplicité sur Σ, c’est-à-dire m : Σ → C est une fonction invariante
par rapport au groupe de Weyl W de Σ. Si on pose mα := m(α), on a alors mwα = mα

pour tout α ∈ Σ et w ∈W .

La dimension n de l’espace a est appelée le rang du triplet (a,Σ,m). L’espace a∗ est muni de la
structure d’espace euclidien induite par celle de a. En effet, pour tout λ ∈ a∗ \ {0} il existe un
élément unique Aλ ∈ a tel que λ(H) = 〈Aλ,H〉 pour tout H ∈ a ; on pose alors 〈λ, µ〉 := 〈Aλ, Aµ〉
pour tout λ, µ ∈ a∗. On rappelle que le groupe de Weyl de Σ est le groupe fini de transformations
orthogonales de a engendré par les réflections rα avec α ∈ Σ, où

rα(H) := H − 2
〈Aα,H〉
〈Aα, Aα〉

Aα , H ∈ a .

Le groupe de Weyl agit sur a∗ par dualité selon

rα(λ) := λ− 2
〈α, λ〉
〈α, α〉

α , λ ∈ a∗ .

L’action du groupe de Weyl s’étend par C-linéarité aux complexifications aC := a ⊗R C et a∗C :=
a∗ ⊗R C de a et a∗, respectivement.

On note M = M(Σ) l’ensemble des multiplicités sur le système de racines Σ. Il est un espace
vectoriel sur C qui peut être identifié avec Cd où d est le nombre des orbites de W sur Σ. On écrira
m ≥ 0 lorsque mα ≥ 0 pour tout α ∈ Σ. Le système Σ est dit réduit si 2α /∈ Σ pour tout α ∈ Σ.
On dit qu’une fonction de multiplicité est paire (ou que les multiplicités sont paires) lorsque Σ est
un système de racines réduit et mα ∈ 2N pour tout α ∈ Σ. Ici N désigne l’ensemble des entiers
positifs. On dit qu’un triple (a,Σ,m) est géométrique lorsqu’elle est associée à un espace symétrique
riemannien de type non-compact G/K.

On remarque que la notation utilisée par la suite correspond à la théorie des espaces symétriques.
Elle diffère de celle utilisée dans les travaux de Heckman et Opdam dans la façon suivante : le
système de racines R de Heckman et Opdam est lié au système Σ par R := {2α | α ∈ Σ}, et la
fonction de multiplicité k dans les travaux de Heckman et Opdam est donnée par k2α = mα/2.

1.1. Les espaces AC, A et T . Pour tout α ∈ Σ on pose Hα := Aα/〈α, α〉. Alors

AC := aC/span2πiZ{Hα | α ∈ Σ}
est un tore complexe d’algèbre de Lie aC. On note exp : aC → AC la projection canonique. On a
alors la décomposition AC = AT où A := exp(a) et T := exp(ia). L’application exp : a → A est
une bijection dont l’inverse est dénotée par log. Plus généralement, on notera aussi log l’inverse à
plusieurs valeurs de exp. L’action de groupe de Weyl sur aC s’étend à une action de W sur A, T et
AC selon w(expH) := exp(wH).

On fixe par la suite un système de racines positives Σ+ dans Σ et on pose a+ := {H ∈ a |
α(H) > 0 pour tout α ∈ Σ+} et A+ := exp a+. En outre, on note Π les racines simples dans Σ+.
Donc W ≡WΠ est le groupe engendré par les réflexions rα avec α ∈ Π.

Remarque 1.1. L’analyse harmonique des fonctions K-invariantes sur un espace symétrique rie-
mannien de type non-compact G/K ou sur un espace symétrique riemannien de type compact
U/K se réduit par restriction à un sous-espace de Cartan à l’analyse harmonique des fonctions
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W -invariantes (pour plus de détails, voir [18], Ch. IV). Dans le contexte des fonctions spéciales
liées aux systèmes de racines, les espaces A et T jouent donc le même rôle que les espaces G/K et
U/K jouent dans l’analyse harmonique K-invariante.

Soit P := {λ ∈ a∗C | λα := 〈λ,α〉
〈α,α〉 ∈ Z pour tout α ∈ Σ}. Alors P est un treillis dans a∗ qui

contient 2Σ. En outre, l’application eλ définie par eλ(a) := eλ(log a) est à valeurs uniques sur
AC si et seulement si λ ∈ P . Lorsqu’on considère AC comme variété algébrique affine, l’algèbre
C[AC] := spanC{eλ | λ ∈ P} est l’anneau des fonctions régulières sur AC.

Remarque 1.2. D’après un théorème de Helgason (voir p.ex. [18], théorème 4.1), le treillis P cöıncide
avec l’ensemble des poids des représentationsK-sphériques irréductibles d’un groupe de Lie compact
semi-simple et simplement connexe U (pour lequel K est le sous-groupe des points fixes d’un
automorphisme involutif non trivial de U). Dans le cas géométrique, les fonctions sphériques sur
l’espace U/K sont des combinaisons linéaires finies d’exponentiels eλ avec λ ∈ P et se prolongent à
la complexification UC/KC comme fonctions holomorphes. Ceci donne une justification géométrique
à la définition de l’espace AC.

Exemple 1.3 (Le cas de rang un). Dans le cas où dim a = 1, il y a deux possibilités pour le système
Σ : s’il consiste en les deux racines ±α, on dit que Σ est de type A1 ; s’il consiste en les quatre
racines ±α et ±2α, on dit que Σ est de type BC1. On peut identifier a ≡ a∗ ≡ R de façon qu’on
ait α ≡ 1. On suppose maintenant que Σ est de type A1. Alors H±1 = ±1 et AC ≡ C/2πiZ ∼= C∗,
avec l’application exp : aC ≡ C → AC donnée par z 7→ exp(z). Lorsqu’on fixe Σ+ = {1}, on obtient
a+ =]0,+∞[ et A+ =]1,+∞[. Le groupe de Weyl W contient deux éléments et agit sur a selon
{id,− id}. En outre, Π = Σ+. En fin, le treillis P cöıncide avec l’ensemble des entiers Z.

1.2. Opérateurs différentiels et opérateurs aux différences. Soit S(aC) l’algèbre symétrique
sur aC, qui consiste en les fonctions polynomiales sur a∗C, et soit S(aC)W la sous-algèbre des fonctions
polynomiales W -invariantes. Pour tout p ∈ S(aC) on note ∂(p) l’opérateur différentiel à coefficients
constants correspondant. Par exemple, si ξ ∈ a, alors ∂(ξ) est la dérivée directionelle agissant sur
une fonction f : a → C selon [∂(ξ)f ](H) = d

dtf(H + tξ)|t=0 pour H ∈ a. On considérera chaque
opérateur ∂(p) comme opérateur différentiel sur a, aC, A ou bien AC. La notation S(aC) sera aussi
utilisée pour indiquer l’algèbre commutative des opérateurs différentiels obtenus de cette façon.

Par la suite on dénote par X un sous-ensemble W -invariant de aC ou de AC, par exemple a, aC,
A, AC, . . . . Pour une C-algèbre R de fonctions sur X on note D(R) := R ⊗ S(aC) l’algèbre des
opérateurs différentiels à coefficients dans R. Le groupe de Weyl agit sur une fonction f : X → C
selon wf(x) := f(w−1x) pour tout w ∈ W et x ∈ X. On supposera par la suite que l’algèbre R est
W -invariante. Plus précisément, on considérera dans cet article deux possibilités pour R :

– l’algèbre Rtrig engendrée sur C par la fonction constante 1 et par (1− e−2α)−1 avec α ∈ Σ ;

– l’algèbre Rrat engendrée sur C par la fonction constante 1 et par 1/α avec α ∈ Σ.

Un exemple important de fonction dans Rtrig est donné par cothα avec α ∈ Σ. En effet

cothα :=
1 + e−2α

1− e−2α
=

1
1− e−2α

− 1
1− e2α

∈ Rtrig .

L’action du groupe de Weyl sur D(R) est donnée pour tout w ∈W , f ∈ R et p ∈ S(aC) par

w
(
f ⊗ ∂(p)

)
:= wf ⊗ ∂(wp) ,

où ∂(wξ) := w ◦ ∂(ξ) ◦ w−1 pour tout ξ ∈ a. On note D(R)W la sous-algèbre des opérateurs
W -invariants de D(R).
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Exemple 1.4 (Les algèbres Dtrig et Drat). On pose Dtrig := D(Rtrig) et Drat := D(Rrat). On a

Ltrig(m) := La +
∑

α∈Σ+

mα cothα∂(Aα) ∈ DW
trig ,

Lrat(m) := La +
∑

α∈Σ+

mα
1
α
∂(Aα) ∈ DW

rat ,

où La désigne le Laplacien euclidien sur a, défini par La :=
∑n

j=1 ∂(Hj) lorsque {Hj}n
j=1 est une

base orthonormée de a.
Dans le cas géométrique, l’opérateur Ltrig(m) cöıncide avec la partie radiale sur un sous-ensemble

de Cartan A de l’opérateur de Laplace-Beltrami d’un espace riemannien symétrique de type non-
compact (voir p. ex. [18], Ch. II, Proposition 3.9) ; l’opérateur Lrat(m) cöıncide avec la partie radiale
sur un sous-espace de Cartan a de l’opérateur de Laplace-Beltrami d’un espace riemannien de type
euclidien (voir p. ex. [18], Ch. II, Proposition 3.13).

Si C[W ] := spanC{w | w ∈ W} est l’algèbre du groupe W , on note D(R) ⊗ C[W ] l’algèbre des
opérateurs aux différences à coefficients dans R, avec le produit

(D1 ⊗ w1) · (D2 ⊗ w2) := D1w1(D2)⊗ w1w2.

Les éléments de D(R)⊗ C[W ] agissent sur les fonctions f : X → C selon (D ⊗ w)f := D(wf). En
considérant D ∈ D(R) comme élément de D(R)⊗ C[W ], on écrira D au lieu de D ⊗ 1.

On définit une application linéaire Υ : D(R)⊗ C[W ] → D[R) par

Υ
( ∑

w∈W

Dw ⊗ w
)

:=
∑

w∈W

Dw . (1)

Alors Υ(Q)f = Qf pour tout Q ∈ D(R)⊗ C[W ] et pour toute fonction W -invariante f : X → C.

1.3. Opérateurs de Dunkl et systèmes d’équations différentielles associés. Pour tout ξ ∈
aC l’opérateur de Dunkl trigonométrique T (m; ξ) est l’opérateur aux différences dans Dtrig ⊗C[W ]
défini par

T (m; ξ) := ∂(ξ)− ρ(m)(ξ) +
∑

α∈Σ+

mαα(ξ)
1

1− e−2α
⊗ (1− rα) . (2)

Dans (2) on a noté

ρ(m) :=
1
2

∑
α∈Σ+

mαα . (3)

Les opérateurs de Dunkl trigonométriques ont été introduit par Cherednik [2], ce qui explique
les noms différents (p.ex. opérateurs de Cherednik ou opérateurs de Dunkl-Cherednik), par lesquels
on les trouves désignés dans la littérature. Ils agissent sur les espaces de fonctions différentiables.
En effet, d’après la formule de Taylor, le terme 1− rα fait disparâıtre la singularité apparente qui
provient du dénominateur 1− e−2α.

Les opérateurs de Dunkl trigonométriques ont la propriété remarquable qu’ils commutent ; voir
[15], théorème 1.2 et section 2 dans [29]. Par conséquent l’application ξ ∈ aC 7→ T (m; ξ) s’étende
en un homomorphisme d’algèbres commutatives de S(aC) dans Dtrig ⊗ C[W ]. On note T (m; p)
l’image de p ∈ S(aC) dans cet homomorphisme. Si p ∈ S(aC)W , alors T̃ (m; p) := Υ

(
T (m; p)

)
∈

DW
trig et l’application p 7→ T̃ (m; p) donne un homomorphisme injectif d’algèbres dont l’image sera

notée Dtrig(a,Σ,m). On obtient donc un isomorphisme d’algèbres commutatives de S(aC)W sur
Dtrig(a,Σ,m). Voir [29], théorème 2.12(2), et p. 227–228 dans [15].

Exemple 1.5. Soit 〈·, ·〉 l’extension C-bilinéaire à a∗C du produit scalaire de a∗. Le polynôme ptrig

défini par ptrig(λ) := 〈λ, λ〉 − 〈ρ, ρ〉 est dans S(aC)W et on peut vérifier que T̃ (m; ptrig) = Ltrig(m).
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Remarque 1.6. Lorsque le triplet (a,Σ,m) est géométrique et associé à l’espace symétrique rieman-
nien de type non-compact G/K, l’algèbre Dtrig(a,Σ,m) cöıncide avec l’algèbre des parties radiales
sur un sous-ensemble de Cartan des opérateurs différentiels G-invariants sur G/K. Voir [11], pp.
128–136.

Définition 1.7. (Heckman et Opdam) Le système hypergéométrique de paramètre spectrale λ ∈ a∗C
est le système d’équations différentielles aux dérivées partielles

T̃ (m; p)ϕ = p(λ)ϕ , p ∈ S(aC)W . (Hλ)

Exemple 1.8 (Le cas de rang un). Si dim a = 1, le système (Hλ) se réduit à la seule équation
différentielle ordinaire correspondante à p = ptrig, qui peut être écrite (avec les identifications de
l’exemple 1.3 et avec la normalisation 〈α, α〉 = 1 pour le produit scalaire) comme une équation de
Jacobi

d2ϕ

dt2
+

[
mα coth t+m2α coth(2t)

]dϕ
dt

= (λ2 − ρ2)ϕ , (4)

où ρ := mα/2 − m2α. En posant z := − sinh2 t, l’équation (4) se transforme en l’équation hy-
pergéométrique

z(1− z)
d2ϕ

dz2
+

[
c− (1 + a+ b)z

]dϕ
dz

− abϕ = 0 (5)

avec

a =
−λ+ ρ

2
b =

λ+ ρ

2
c =

mα +m2α + 1
2

. (6)

Remarque 1.9. Si (a,Σ,m) est associé à l’espace symétrique riemannien de type non-compact G/K,
alors (Hλ) cöıncide avec le système d’équations différentielles satisfait par la restriction à un sous-
espace de Cartan de la fonction sphérique d’Harish-Chandra de paramètre spectrale λ ∈ a∗C.

Pour tout ξ ∈ aC l’opérateur de Dunkl rationnel R(m; ξ) est l’opérateur aux différences dans
Drat ⊗ C[W ] défini par

R(m; ξ) := ∂(ξ) +
∑

α∈Σ+

mαα(ξ)
1
α
⊗ (1− rα) . (7)

Les opérateurs de Dunkl rationnels ont été introduits par Dunkl [7]. Ils forment une famille com-
mutative, d’où, par les mêmes procédés que plus haut, on obtient des opérateurs R(m; p) avec
p ∈ S(aC) tels que R̃(m; p) := Υ

(
R(m; p)

)
∈ DW

rat pour p ∈ S(aC)W . En outre, l’application
p 7→ R̃(m; p) donne un isomorphisme d’algèbres commutatives de S(aC)W dans une sous-algèbre
de DW

rat, qu’on note Drat(a,Σ,m).

Exemple 1.10. Le polynôme prat défini par ptrig(λ) := 〈λ, λ〉 est dans S(aC)W et on peut vérifier
que R̃(m; prat) = Lrat(m) .

Définition 1.11. (Opdam) Le système de Bessel de paramètre spectrale λ ∈ a∗C est le système
d’équations différentielles aux dérivées partielles

R̃(m; p)ϕ = p(λ)ϕ , p ∈ S(aC)W . (Bλ)

Exemple 1.12 (Le cas de rang un). Si dim a = 1, le système (Bλ) se réduit à la seule équation
différentielle ordinaire correspondante à p = prat, qui peut être écrite (avec les mêmes identifications
de l’exemple 1.8) comme équation de Bessel

d2ϕ

dt2
+

(
mα +m2α

)dϕ
dt

= λ2ϕ . (8)
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Remarque 1.13. Si (a,Σ,m) est associé à l’espace symétrique riemannien de type non-compact
G/K, alors Drat(m) cöıncide avec les parties radiales sur un sous-espace de Cartan a des opérateurs
G0-invariants sur l’espace symétrique de type euclidien G0/K où G0 := p o K. En outre, (Bλ)
cöıncide avec le système d’équations différentielles satisfait par la restriction à a de la fonction
sphérique d’Harish-Chandra sur G0/K de paramètre spectrale λ ∈ a∗C. Voir [27], Remark 6.2.

La particularité du système hypergéométrique est qu’il y a un procédé pour construire explici-
tement une base de solutions C∞ pour presque tout λ ∈ a∗C. La construction est une extension
de la méthode de Frobenius pour déterminer une solution par séries des équations différentielles
ordinaires à singularités régulières (en suite étendue à certains systèmes aux dérivées partielles par
Harish-Chandra [12]). Dans le cas du système hypergéométrique, la méthode consiste à chercher
une solution en série sur A+ de la forme

Φ(m;λ, a) := e(λ−ρ)(log a)
∑
µ∈Λ

Γµ(m;λ)e−µ(log a) a ∈ A+ , (9)

où Λ := spanZ+ Π et où les coefficients Γµ(m;λ) sont déterminés récursivement par substitution dans
l’équation T̃ (m, ptrig)Φ = ptrig(λ)Φ. La fonction Φ(m;λ) est appelée la série de Harish-Chandra de
paramètre spectral λ. Par la suite on utilisera souvent la convention que Φ(m;λ) est la fonction sur
A définie par Φ(m;λ)(a) := Φ(m;λ, a).

Théorème 1.14 (Heckman-Opdam). Soit P̃ := ∪α∈Σ{λ ∈ a∗ | λα ∈ Z}. Alors pour tout λ ∈ a∗C\P̃
l’ensemble {Φ(m;wλ, a) | w ∈W} est une base pour l’espace des solutions C∞ de (Hλ) sur A+.

Démonstration. Voir [30], p. 32. �

Remarque 1.15. (1) On peut vérifier que Γµ(m;λ) = 0 pour µ ∈ Λ \ 2Λ, d’où la somme au
deuxième membre de (9) est de fait sur 2Λ.

(2) Pour λ ∈ a∗C générique, la série
∑

µ∈Λ Γµ(m;λ)e−µ(log a) converge vers une fonction holo-
morphe de a ∈ A+T ; voir [32], Proposition 1.3.2. Par conséquent (9) se prolonge en une
fonction holomorphe sur chaque voisinage tubulaire de A+ dans AC sur lequel la fonction
e(λ−ρ)(log a) est holomorphe. Pour m ≥ 0 et λ ∈ P , les séries de Harish-Chandra terminent et
cöıncident avec les polynômes de Jacobi de Heckman et Opdam ; voir p. ex. [17], Proposition
3.1.2.

2. Fonctions Θ-hypergéométriques

Pour tout ensemble Θ ⊆ Π de racines simples positives on considère le groupe parabolique WΘ

de W engendré par le réflexions rα avec α ∈ Θ et on pose 〈Θ〉+ := spanZ Θ ∩ Σ+. On introduit les
fonctions c suivantes :

c+Θ(m;λ) :=
∏

α∈〈Θ〉+

Γ
(
λα + mα/2

4

)
Γ
(
λα + mα/2

4 + mα
2

) ,
c−Θ(m;λ) :=

∏
α∈Σ+\〈Θ〉+

Γ
(
− λα −

mα/2

4 − mα
2 + 1

)
Γ
(
− λα −

mα/2

4 + 1
) ,

cΘ(m;λ) := c+Θ(m;λ)c−Θ(m;λ) .

(10)

Dans (10) on a posé mα := 0 lorsque α /∈ Σ, et on a adopté la convention usuelle que les produits
vides valent 1.

Remarque 2.1. La fonction c+Θ(m;λ) est l’analogue de la fonction c d’Harish-Chandra, avec laquelle
elle cöıncide (à une constante près) dans le cas Θ = Π. Voir par exemple [18], Ch. IV, §6. La fonction
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c−Θ(m;λ) est l’analogue de la fonction c de Krötz et Ólafsson [21], avec laquelle elle cöıncide (à une
constante près) pour certains choix du triplet (a,Σ,m) et de Θ. Voir exemple 2.5 ci-dessous.

Définition 2.2. La fonction Θ-hypergéométrique de paramètre spectrale λ ∈ a∗C \ P̃ est la fonction
définie sur A+ par

ϕΘ(m;λ, a) :=
∑

w∈WΘ

cΘ(m;wλ)Φ(m;wλ, a)

= c−Θ(m;λ)
∑

w∈WΘ

c+Θ(m;wλ)Φ(m;wλ, a) .

Par construction, la fonction ϕΘ(m;λ, a) est une solution C∞ du système hypergéométrique (Hλ)
sur A+.

Remarque 2.3. (1) Pour des triplets géométriques et pour Θ = Π, la combinaison linéaire dans
la définition 2.2 donne (à une constante dépendante de m) le développement des fonctions
sphériques par rapport à la base du théorème 1.14, comme montré par Harish-Chandra
[12]. Ce développement a été utilisé par Heckman et Opdam ([16], [13]) pour définir leurs
fonctions hypergéométriques liées aux systèmes de racines. Voir aussi exemple 2.4 ci-dessous.
Pour les fonctions sphériques sur les espace symétriques non-compactement causaux (voir
exemple 2.5), un développement semblable a été démontré par Ólafsson [22]. Avec des
multiplicités arbitraires, le développement de Ólafsson a été utilisé par Unterberger ([39],
[40]) pour définir des fonctions de Jacobi de deuxième type. La définition générale 2.2 est
parue dans [32] et dans l’appendice de [23].

(2) Chaque fonction Θ-hypergéométrique est bien définie et holomorphe par rapport à la va-
riable a dans un voisinage tubulaire de A+ dans AC. Voir remarque 1.15.

Exemple 2.4 (Les fonctions hypergéométriques de Heckman et Opdam). La fonction hypergéo-
métrique F (m;λ, a) de Heckman et Opdam est liée à la fonction Θ-hypergéométrique de paramètre
spectral λ et avec Θ = Π par la relation

F (m;λ, a) =
ϕΠ(m;λ, a)
cΠ(m; ρ(m))

. (11)

La normalisation de F (m;λ, a) est choisie, conformement au cas géométrique, de façon que

F (m;λ, e) = 1 ,

où e dénote l’élément neutre de A ; avec la normalisation choisie dans (2.2), la fonction ϕΠ(m;λ, a)
est aussi une fonction holomorphe de la variable m. Voir le théorème 2.8. Si le triplet (a,Σ,m)
est géométrique et correspond à l’espace symétrique riemannien de type non-compact G/K, alors
la fonction F (m;λ, a) cöıncide avec la restriction à un sous-ensemble de Cartan A de le fonction
sphérique de Harish-Chandra de paramètre spectrale λ ; si en outre λ ∈ P , alors F (m;λ, a) se
prolonge en tant que fonction holomorphe de a sur AC et cöıncide avec la restriction à un tore
maximal de la fonction sphérique de paramètre spectral λ de l’espace symétrique compact U/K
associé.

Exemple 2.5 (Fonctions sphériques sur les espaces symétriques NCC). Soit G/H un espace
symétrique non-riemannien tel que

– G est un groupe de Lie semi-simple, connexe, non-compact et avec centre fini, muni d’un
automorphisme involutif non trivial τ : G→ G tel que τ n’est pas une involution de Cartan ;

– H est un sous-groupe fermé (non-compact) de G tel que Gτ
0 ⊆ H ⊆ Gτ , où Gτ := {g ∈ G |

τ(g) = g} et Gτ
0 dénote la composante connexe de l’élément neutre dans Gτ .
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Soient g et h respectivement les algèbres de Lie de G et H et soit g = h ⊕ q la décomposition de
g en sous-espaces propres de τ de valeurs propres 1 et −1 . On remarque que q peut être identifié
canoniquement à l’espace tangent TeH(G/H). On dit que l’espace symétrique G/H est irréductible
lorsque g n’a aucun idéal propre τ -invariant.

Un espace symétrique irréductible G/H est dit non-compactement causal (NCC) lorsqu’il existe
un cône convexe ouvert non-vide C dans l’espace tangent TeH(G/H) ∼= q tel que :

– C ne contient aucune droite affine ;

– chaque X ∈ C est hyperbolique (c’est-à-dire, l’application adjointe adX est diagonalisable
avec valeurs propres réelles).

Dans ce cas, on peut supposer que C est maximal par rapport a ces propriétés.
Les exemples les plus simples d’espaces symétriques non-compactement causaux sont les hy-

perbolöıdes G/H = SO0(1, n)/SO0(1, n − 1), pour lesquels le cône de la structure causale est
donné par la section verticale sur TeH(G/H) de l’intérieur du cône de la lumière, c’est-à-dire
C = {x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ q ≡ Rn+1 | x2

0 − x2
1 − . . . x2

n > 0 , x0 > 0} .
Soit θ une involution de Cartan de g qui commute avec τ , et soit g = k ⊕ p la décomposition

de Cartan correspondante. On vérifie que l’espace symétrique G/H est NCC si et seulement si
dim(qH∩K ∩ p) = 1, où K := Gτ et qH∩K := {X ∈ q | Adh(X) = X pour tout h ∈ H ∩K} (voir
[19], Theorem 3.1.5). On peut alors choisir un sous-ensemble abélien maximal a ⊂ p∩q qui contient
qH∩H ∩p, et on peut vérifier que a est aussi abélien maximal en p et en q ([19], Proposition 3.1.11).
Soit Σ l’ensemble des racines restreintes de (g, a). On fixe un ensemble de racines positives et le
sous-ensemble Π de racines simples lui correspondant. Si on pose

Θ0 := {α ∈ Π | α(H) = 0 pour tout H ∈ qH∩H ∩ p} ,
alors la cardinalité de Θ0 est |Θ0| = |Π|−1 ([19], Lemma 5.5.10). Si (a,Σ,m) correspond à G/H et
Θ = Θ0, le deuxième membre dans la définition 2.2 donne la formule de décomposition de Ólafsson
pour la restriction à exp(a ∩ C) des fonctions sphériques sur G/H. Les fonctions sphériques ont
été ont été introduites sur les espaces symétriques NCC par Faraut, Hilgert et Ólafsson dans [10].
Comme dans le cas riemannien, elles peuvent être définies comme ces fonctions (convenablement
normalisées) H-biinvariantes et C∞ sur S := H exp(C) = H exp(a∩C)H qui sont fonctions propres
communes de l’algèbre commutative des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H [22]. La
formule de Ólafsson’s a donné la motivation initiale pour la définition 2.2, au moins dans le cas
de systèmes de racines réduits (on rappelle que Σ est toujours réduit pour un espace symétrique
NCC).

Exemple 2.6 (Le cas où Θ = ∅). Lorsque Θ = ∅ on a WΘ = {id} et c+∅ (m;λ) = 1. La fonction Θ-
hypergéométrique ϕ∅(m;λ, a) = c−∅ (m;λ)Φ(m;λ, a) est un multiple de la série de Harish-Chandra.

Exemple 2.7 (Le cas de rang un). On suppose que dim a = 1, d’où Σ est de type A1 ou BC1. Il
y a deux possibilités pour Θ : soit Θ = Π, et dans ce cas ϕΠ est proportionelle à une fonction de
Jacobi de premier type, soit Θ = ∅, et dans ce cas ϕ∅ est proportionelle à une fonction de Jacobi
de deuxième type. Plus précisement on a pour tout t ∈ R ≡ A

ϕ∅(m;λ, t) = n∅(m;λ)
(2 cosh t)λ−ρ

√
π 2λ+mα/2

1
Γ(1− λ) 2F1

(
ρ− λ

2
,
mα/2 + 1 + λ

2
; 1− λ; cosh−2 t

)
(12)

où
n∅(m;λ) := Γ

(
− λ

2
− mα

4
+

1
2
)
Γ
(
− λ

2
− mα

4
− m2α

2
+ 1

)
,

et

ϕΠ(m;λ, t) = c+Π(m; ρ(m)) 2F1

(
ρ+ λ

2
,
ρ− λ

2
;
mα +m2α + 1

2
;− sinh2 t

)
. (13)
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Dans (12) et (13), 2F1 (a, b; c; z) désigne la fonction hypergéométrique de Gauss (voir p.ex. [9],
chapitre 2).

On pose
aΘ := (WΘ · a+)0 et AΘ := exp(aΘ) . (14)

Alors aΘ est un cône ouvert convexe dans a. On rappelle que l’ensemble Σi des racines indivisibles
est formé par les racines α ∈ Σ telles que α/2 /∈ Σ. On pose Σ+

i := Σ ∩ Σ+ et 〈Θ〉i := 〈Θ〉 ∩ Σi.
Les propriétés de régularité des fonctions Θ-hypergéométriques sont rassemblées dans le théorème

suivant.

Théorème 2.8. (a) ([33], [23]) On pose

nΘ(m;λ) :=
∏

α∈Σ+
i \〈Θ〉

+
i

Γ
(
− λα

2
− mα

4
+

1
2
)
Γ
(
− λα

2
− mα

4
− m2α

2
+ 1

)
.

Alors il existe un voisinage tubulaire WΘ-invariante UΘ de AΘ dans AC sur lequel

ϕΘ(m;λ, a)
nΘ(m;λ)

se prolonge en une fonction holomorphe de (m,λ, a) ∈M× a∗C×UΘ qui est WΘ-invariante
par rapport aux variables (λ, a).

(b) ([33]) On suppose que m ≥ 0 et on pose

δ(m) :=
∏

α∈Σ+

|eα − e−α|mα . (15)

Alors la fonction

δ(m; a)
ϕΘ(m;λ, a)
nΘ(m;λ)

se prolonge par continuité sur AΘ et s’annule sur ∂AΘ.

(c) ([24]) On suppose que la fonction de multiplicité m est paire et on pose

eΘ(m;λ) :=
∏

α∈Σ+\〈Θ〉+

mα/2−1∏
k=−mα/2+1

(λα − k) .

Alors il y a un voisinage tubulaire WΘ-invariant UΘ de AΘ dans AC tel que

eΘ(m;λ)ϕΘ(m;λ, a)

se prolonge en une fonction holomorphe de (λ, a) ∈ a∗C×UΘ. En outre, il existe un opérateur
différentiel W -invariant Dm à coefficients holomorphes dans AC tel que la fonction Θ-
hypergéométrique ϕΘ(m;λ, a) est déterminée par l’égalité

δ(m; a)ϕΘ(m;λ, a) = (−1)d(Θ,m)
[ ∏
α∈Σ+

mα/2−1∏
k=0

(k2 − λ2
α)

]−1
Dm

( ∑
w∈WΘ

ewλ(log a)
)

(16)

où
d(Θ,m) :=

∑
α∈〈Θ〉+

mα/2 .

9



Remarque 2.9. (1) D’après le théorème 2.8,(a), les singularités en λ de ϕΘ(m;λ, a) sont situées
le long d’une famille localement finie (mais en général infinie) d’hyperplans complexes qui
dépendent de Θ. Plus Θ est grand comme sous-ensemble de Π, moins il y a des λ-singularités.
De même, plus Θ est grand, plus l’ensemble AΘ sur lequel la fonction est définie par rapport
à la variable a est aussi grand. Les fonctions les plus régulières sont donc les fonctions
hypergéométriques de Heckman-Opdam (pour Θ = Π), qui ne présentent aucune singularité
en λ et sont définies pour tout a ∈ A. Les fonctions les moins régulières correspondent à
Θ = ∅ (et sont des multiples des séries de Harish-Chandra). Elles présentent en général des
hyperplans singuliers correspondants à chaque racine dans Σ et sont seulement définies sur
A+.

Si Σ est réduit, alors les λ-singularités sont au plus d’ordre 1, sinon elle sont d’ordre au
plus égal à 2. Le cas de multiplicité paire est particulièrement simple car il y a seulement
un ensemble fini d’hyperplans singuliers.

(2) Lorsque m ≥ 0, les fonctions Θ-hypergéométriques sont singulières en a le long des murs
du domaine AΘ. L’ordre des singularités est borné supérieurement par l’ordre de zéro de la
fonction δ(m; a), ce qui est une propriété importante pour la définition de la transformation
Θ-hypergéométrique (voir la sous-section 4.3). Pour des estimations plus précises des ordres
des singularités ainsi que pour des estimations globales des fonctions Θ-hypergéométriques,
voir sections 4 et 5 dans [33].

(3) La formule explicite (16) pour les fonctions Θ-hypergéométriques dans le cas de multiplicités
paires simplifie grandement l’analyse harmonique liée au fonctions Θ-hypergéométriques.
En effet, l’opérateur Dm réduit δ(m)ϕΘ(m;λ) à une somme d’exponentielles, d’où l’analyse
harmonique correspondante est réduite essentiellement à l’analyse de Fourier des fonctions
WΘ-invariantes sur le cône aΘ. L’opérateur Dm est lié à un des opérateurs de décalage de
Opdam (voir [24]).

3. Fonctions Θ-Bessel

L’origine de la définition des fonctions Θ-Bessel se trouve dans la théorie des contractions des
groupes et algèbres de Lie. Les contractions des groupes de Lie ont été introduites dans la physique
par Inönü et Wigner [20] en 1953 comme expression mathématique du principe suivant : si la
mécanique classique est un cas limite de la mécanique relativiste lorsque les vitesses sont petites par
rapport à la vitesse de la lumière, alors le groupe de symétrie de la mécanique classique (c’est-à-dire
le groupe de Galilei) doit aussi être une limite convenable du groupe de symétrie de la mécanique
relativiste (c’est-à-dire le groupe de Lorentz). Egalement, les représentations unitaires du groupe
de Galilei (et donc leurs coefficients matriciels) doivent être limites convenables des représentations
unitaires (respectivement, des coefficients matriciels) du groupe de Lorentz. Depuis les années 50,
plusieurs auteurs ont étudié ces limites. En 1985, Dooley et Rice [6] considérèrent des contractions
d’un groupe de Lie réel semi-simple vers son groupe de déplacements de Cartan. Plus précisement,
soit (G,K) une paire symétrique où G est un groupe de Lie semi-simple, connexe, non-compact et
de centre fini, et K est un sous-groupe compact maximal dans G. Soient g et k respectivement les
algèbres de Lie de G et K, et soit g = k⊕ p la décomposition de Cartan correspondante. Le groupe
de déplacements de Cartan associé à G est le produit semi-direct p o K pour l’action adjointe
de K sur p. Dooley et Rice montrèrent que chaque représentation unitaire de p o K est la limite
d’une suite de séries principales unitaires de G au moyen des contractions πε : p oK → G définies
par πε(X, k) := k exp(εX) lorsque ε → 0. Pour des représentations de classe un, les limites des
coefficients matriciels correspondants entrâınent que pour tout X dans un sous-espace de Cartan
a ⊂ p on a

lim
ε→0

ϕλ/ε

(
exp(εX))

)
= ψλ(X) (17)
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uniformément sur les compacts de a. Dans (17), ϕλ et ψλ désignent respectivement les fonctions
sphériques de paramètre spectral λ sur l’espace symétrique riemannien de type non-compact G/K
et sur l’espace symétrique de type euclidien p oK/K ∼= p. Cette relation de limite est importante
car elle nous permet de déduire l’analyse harmonique K-invariante sur p oK/K comme limite de
celle sur G/K.

Dans le contexte des fonctions spéciales liées aux systèmes de racines, les fonctions sphériques
sur G/K sont des cas particuliers des fonctions hypergéométriques de Heckman et Opdam (voir
exemple 2.4), et les fonctions sphériques sur p o K/K sont des cas particuliers des fonctions de
Bessel de Opdam (voir exemple 3.3 ci-dessous). Il est donc naturel de chercher à généraliser la
limite (17) à ce contexte plus grand. Ce problème a été proposée par Ben Said et Ørsted [1], qui
de fait ont considéré une situation encore plus générale en définissant une nouvelle large famille de
fonctions spéciales, les fonctions Θ-Bessel, comme limite des fonctions Θ-hypergéométriques.

Définition 3.1 (Ben Said et Ørsted). La fonction Θ-Bessel de paramètre spectral λ ∈ a∗C est la
fonction ψΘ(m;λ) définie pour X ∈ aΘ par

ψΘ(m;λ,X) := lim
ε→0

ϕΘ(m,λ/ε, exp(εX)) (18)

lorsque cette limite existe.

Remarque 3.2. D’après le théorème 2.8 on pourrait chercher la limite (18) dans un voisinage tubu-
laire de aΘ dans aC. Cette possibilité n’a pas été prise en considération dans [1].

La famille de contractions dans l’arrière-plan de (18) concerne les triplets (a,Σ(ε),m(ε)) où Σ(ε) :=
{εα | α ∈ Σ} et m(ε)

εα := mα pour tout α ∈ Σ. Si on dénote respectivement T (ε)(m(ε); ξ) et
R(ε)(m(ε); ξ) les opérateurs de Dunkl trigonométriques et rationnels associés au triplet (a,Σ(ε),m(ε)),
alors on a les limites faibles

lim
ε→0

T (ε)(m(ε); ξ/ε) = T (m; ξ) ,

lim
ε→0

R(ε)(m(ε); ξ/ε) = R(m; ξ) .
(19)

Ces limites ont étés obtenues dans des formes semblables par plusieurs auteurs, entre autres Opdam
[25], Torossian [38] et Ben Säıd et Ørsted [1].

Les limites (19) et les limites correspondantes pour les opérateurs T̃ (ε)(m(ε); p) et R̃(ε)(m(ε); p)
avec p ∈ S(aC)W entrâınent que, si la limite (18) existe (avec les limites des toutes les dérivées),
alors la fonction Θ-Bessel ψΘ(m;λ,X) est automatiquement une solution du système de Bessel
(Bλ).

Le problème clé de l’existence de la limite (18) reste ouvert dans le cas général. Des exemples
particuliers connus et les méthodes différentes de preuve seront discutés dans le reste de cette
section. Par la suite, sauf indication du contraire, on suppose que m ≥ 0.

Exemple 3.3 (Les fonctions de Bessel de Opdam). L’existence de la limite (18) pour Rem ≥ 0 et
Θ = Π a été démontré par De Jeu ([5], Theorem 4.13 et Corollary 4.14), qui a prouvé que

lim
ε→0

F (m;λ/ε, exp(εX)) = JW (m;λ,X) . (20)

uniformément en (λ,X) dans les compacts de a∗C × aC, où JW (m;λ,X) est la fonction de Bessel
de Opdam [27]. La fonction JW (m;λ,X) est la solution unique du système de Bessel (Bλ) qui est
régulière et W -invariante en X ∈ a, et normalisée par la condition JW (m;λ, 0) = 1. Dans le cas de
rang un on a pour t ∈ R

JW (m;λ, t) = Γ
(
(mα +m2α + 1)/2

) (
λX

2

)(1−mα−m2α)/2

I(mα+m2α−1)/2(λt) , (21)
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où

Iν(z) =
∞∑

n=0

(z/2)ν+2n

n! Γ(n+ ν + 1)

est la fonction de Bessel modifiée de premier type (voir [9], 7.2.2 (12)). Si (a,Σ,m) est un triplet
géométrique associé à l’espace symétrique G/K, on a JW (m;λ,X) = ψλ(X), où ψλ désigne la
fonction sphérique de paramètre spectral λ sur l’espace symétrique de type euclidien associé p o
K/K ∼= p. La formule (17) montre donc que la fonction JW (m;λ,X) est un candidat naturel pour
la limite (18), ce qui rend le cas de Θ = Π très spécial par rapport à ceux de Θ arbitraire.

Dans sa preuve, De Jeu a employé les fonctions de Bessel non-symétriques, en utilisant une
preuve par contradiction et le théorème de Montel. Dans le cas de rang un, la limite (20) a été
montré par Ben Said et Ørsted [1] au moyen des séries hypergéométriques.

Exemple 3.4 (Le cas de rang un). Le cas de rang un avec Θ = Π ayant déjà été regardé dans
l’exemple 3.3, il reste à considérer le cas de Θ = ∅. Dans ce cas, on a d’après [35]

ψ∅(m;λ, t) := lim
ε→0

ϕ∅(m;λ/ε, εt) =
21−mα−m2α

√
π

(
λt

2

)−mα−m2α+1
2

Kmα+m2α−1
2

(λt) , (22)

où

Kν(z) :=
π

2
I−ν(z)− Iν(z)

sin(πz)
(23)

est la fonction de Bessel modifiée de troisième type (voir [9], 7.2.2(13)).
Pour un système de type A1 et mα = n− 1 avec n ∈ Z et n ≥ 2, la limite (22) a été déterminée

par Ben Säıd et Ørsted [1] en utilisant la formule [9], 3.2 (10) pour la fonction de Legendre de
deuxième type.

Exemple 3.5 (Le cas non-compactement causal). On garde la notation de l’exemple 2.5. Les
fonctions sphériques sur un espace non-compactement causal G/H admettent une représentation
intégrale semblable à la représentation de Harish-Chandra pour les fonctions sphériques sur les
espaces symétriques riemanniens de type non-compact. En effet, si N dénote la partie nilpotente
dans la décomposition de Iwasawa de G, alors on a une décomposition de Iwasawa généralisée
H×A×N ∼= HAN ( G et le domain de définition S des fonctions sphériques sur G/H est contenu
dans HAN . Soit aH(x) la composante dans A de x ∈ HAN dans cette décomposition. Pour x ∈ S
et λ ∈ a∗C on pose aH(x)λ = eλ

(
log aH(x)

)
. Alors

ϕλ(x) :=
∫

H
aH(xh)λ−ρ dh

est une fonction sphérique pour tout λ ∈ a∗C pour lequel l’intégrale converge. Le domaine de conver-
gence commun à tout x ∈ S a été déterminé par Krötz et Ólafsson [21]. Il contient l’ensemble
E := {λ ∈ a∗C | Re〈λ+ ρ, α〉 < 0 pour tout α ∈ Σ+ \ 〈Θ0〉+}. Ben Säıd et Ørsted [1] ont montré que
pour tout λ ∈ E et x ∈ C la limite

ψλ(X) := lim
ε→0

ϕλ/ε(exp εX) (24)

existe avec la limite de toutes les dérivées. En outre, on a

ψλ(X) =
∫

H
eλ

(
P(Ad(h)X

)
dh

où P : q → a est la projection orthogonale.
Dans [1], la limite (24) est considérée seulement du point de vue des fonctions spéciales. Pour

l’interprétation et l’étude des fonctions ψλ en tant que fonctions sphériques sur l’espace pseudo-
riemannien flaque q nH/H ∼= q, on refère à [35].
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Exemple 3.6 (Le cas de multiplicités paires). On rappelle que dans le cas de multiplicités paires,
les fonctions Θ-hypergéométriques admettent la formule explicite (16). Ceci a permis à Ben Said et
Ørsted [1] de calculer explicitement la limite (18) : il existe un opérateur différentiel W -invariant
D0

m à coefficients holomorphes dans aC tel que la fonction Θ-Bessel ψΘ(m;λ,X) est déterminée par
l’égalité

ψΘ(m;λ,X) =
(−1)d(Θ,m)∏

α∈Σ+ λ
mα
α

D0
m

( ∑
w∈WΘ

ewλ(X)
)

∏
α∈Σ+ α(X)mα

(25)

où d(Θ,m) :=
∑

α∈〈Θ〉+ mα/2. L’operateur D0
m est lié à un opérateur rationnel de décalage de [14].

4. Quelques problèmes ouverts

4.1. Existence et propriétés de régularité. Comme remarqué dans la section précedente, le
problème ouvert le plus important pour les fonction Θ-Bessel est l’existence de la limite qui les
défini. On souligne que dans tous les cas particuliers dans lesquels l’existence de la limite a été
montrée, la preuve se base sur des propriétés qui ne peuvent pas être utilisées pour approcher le
cas général.

Dans le cas Θ = Π la fonction hypergéométrique de Heckman et Opdam de paramètre spectral
λ ∈ a∗C est caractérisée comme l’unique solution (normalisée) du système (Hλ) qui est W -invariante
et holomorphe dans un voisinage de e ∈ A dans AC. Une propriété analogue caractérise aussi les
fonctions de Bessel en tant que solutions de (Bλ). Est-ce qu’on peut déterminer une caracterisation
analogue pour des Θ arbitraires ? Une réponse positive nous permettra, comme dans le cas Θ = Π
d’avoir un candidat naturel pour la fonction limite de (18).

Toujours dans le cas Θ = Π, un outil important pour l’étude des fonctions hypergéométriques et
de Bessel sont leur analogues non-symétriques, qui satisfont un système d’équations aux différence
de premier ordre. Est-ce qu’il y a des analogues non-symétriques des fonctions Θ-hypergéométriques
(ou Θ-Bessel) ?

Le théorème 2.8 donne les propriétés de régularité des fonctions Θ-hypegéométriques. Est-ce
qu’on peut prouver un théorème analogue pour les fonctions Θ-Bessel ? On remarque que ce
problème est interessant déjà dans le cas non-compactement causal de l’exemple 3.5 : dans [1]
l’existence de la limite a été montrée seulement pour des valeurs particulières de λ ∈ a∗C. Est-ce
qu’on peut montrer que les fonctions Θ-Bessel associées à un espace symétrique non-compactement
causal admettent un prolongement méromorphe par rapport à la variable λ ? Si la réponse est po-
sitive, le long de quels hyperplans dans a∗C se trouvent alors les singularités possibles ? Dans le cas
de rang un et de multiplicités paires, les réponses à ces questions peuvent être déduites à partir des
formules explicites (21) et (24).

4.2. Réalisation géométrique. Pour des triplets géométriques (a,Σ,m), les fonctions Θ-hypergéo-
métriques coincident (à une constante multiplicative) avec les fonctions sphériques sur les espaces
symétriques riemanniens de type non-compact lorsque Θ = Π, et avec les fonctions sphériques sur
les espaces symétriques non-compactement causaux lorsque Θ = Θ0 ; voir exemples 2.4 et 2.5. Par
correspondance, les fonctions Θ-Bessel coincident (à une constante multiplicative) avec les fonc-
tions sphériques sur les espaces symétriques flâques associés ; voir exemples 3.3 et 3.5. Est-ce que
les fonctions Θ-hypergéométriques (ou Θ-Bessel) admettent aussi une realisation géométrique pour
des autres valeurs de Θ ?

Une classe d’espaces symétriques qui sont des candidats possibles pour donner une réponse à
la demande ci-dessus sont les espaces symétriques Kε de Oshima et Sekiguchi [31]. Ici ε est une
signature des racines. On rappelle brièvement la construction de ces espaces.

Soit g une algèbre réelle semi-simple avec involution de Cartan θ, et soit g = k⊕p la décomposition
de Cartan correspondante avec k := {X ∈ g | θ(X) = X} et p := {X ∈ g | θ(X) = −X}. On fixe
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un sous-espace abélien maximal a de p et on considère le système de racines Σ du couple (g, a).
Alors on a aussi la décomposition en espaces de racines g = ⊕α∈Σ∪{0}g

α où gα = {X ∈ g |
[H,X] = α(X) pour tout H ∈ a} .

Il y a une correspondance biunivoque entre signatures de racines et sous-ensembles Θ de racines
simples Π, la signature εΘ : Σ → {±1} qui correspond à Θ étant donnée par

εΘ(α) =

{
1 si α ∈ Θ
−1 si α ∈ Π \Θ

εΘ(−α) = ε(α)

εΘ(α+ β) = εΘ(α)εΘ(β) si α, β et α+ β ∈ Σ .

On associe à chaque Θ une involution σΘ de g en posant σ(X) := εΘ(α)X pour tout X ∈ gα. En
particulier, σΠ = θ.

Soit GC un groupe de Lie connexe et simplement connexe dont l’algèbre de Lie est la complexifi-
cation gC de g et soit G le sous-groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie g. Alors G est un groupe de
Lie semi-simple, non-compact, connexe et avec centre fini. Chaque involution σΘ de g correspond à
une involution de G, qu’on dénote par le même symbole σΘ. On pose kΘ := {X ∈ g | σΘ(X) = X}
et pΘ := {X ∈ g | σΘ(X) = −X}, d’où g = kΘ ⊕ pΘ. Soit KΘ le sous-groupe de Lie connexe de G
d’algèbre de Lie kΘ. Alors G/KΘ est l’espace Kε associé à Θ. Cet espace a deux particularités : a est
aussi un sous-espace abélien maximal de pΘ ; les restrictions à A := exp a des opérateurs différentiel
G-invariants sur G/KΘ cöıncident avec les restrictions à A des opérateurs G-invariants sur G/K. Il
est donc naturel de se demander si les fonctions Θ-sphériques, qui sont fonctions propres communes
de ces opérateurs, jouent un rôle dans l’analyse harmonique sur G/KΘ.

La même question peut être posée pour les fonctions Θ-Bessel et l’analyse harmonique sur les
espaces symétriques flaques pΘ n KΘ/KΘ. Pour un triplet (a,Σ,m) correspondante à un espace
symétrique NCC et Θ = Π0, la réponse à cette question est positive. Pour plus de détails, on réfère
à [35].

4.3. Analyse harmonique. Les fonctions hypergéométriques de Heckman et Opdam sont les fonc-
tions spéciales qui jouent dans l’analyse harmonique des fonctions W -invariantes sur A le même rôle
que les fonctions exponentielles jouent pour l’analyse harmonique sur Rn. L’analyse harmonique
W -invariante L2 liée aux fonctions hypergéométriques (théorème de Paley-Wiener, formule d’in-
version, théorème de Plancherel) a été développée dans [29]. Dans [3], Delorme a étudié l’analyse
sur l’espace de Schwartz. De la même façon, les fonctions de Bessel sont les fonctions de base pour
l’analyse harmonique W -invariante sur a. Dans ce cas, l’analyse harmonique L2 et sur l’espace de
Schwartz a été développée dans [8], [4] et [5] ; voir aussi [36].

Plusieurs auteurs ont travaillé récemment sur l’analyse harmonique hypergéométrique ou liée aux
fonctions de Bessel, et beaucoup de résultats de l’analyse harmonique classique ont été généralisés
à ce contexte. Dans le cas générale des fonctions Θ-hypergéométrique avec Θ 6= Π la situation est
complètement différente.

La transformation Θ-hypergéométrique d’une fonction WΘ-invariante f : AΘ → C et suffisam-
ment régulière est la fonction WΘ-invariant FΘf(m; ·) définie sur a∗C par

FΘf(m;λ) :=
1

|WΘ|

∫
AΘ

f(a)ϕΘ(m;λ, a) δ(m; a) da

où δ est comme dans (15). Pour f différentiable C∞ et de support compact, cette transformation
a été introduite et étudiée dans [34], où la formule d’inversion suivante est démontrée : pour tout
a ∈ AΘ on a

f(a) =
|W |
|WΘ|

∫
ia∗
FΘf(m;λ)EΘ(m;−λ, a) dλ

|cΘ(m;λ)|2
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où

EΘ(m;λ, a) =
cΘ(m;λ)
cΠ(m;λ)

ϕΠ(m;λ, a)

et dλ est une normalisation convenable de la mesure de Lebesgue sur ia∗. Le cas particulier
géométrique de la transformation sphérique des fonctions W0-invariantes sur un espace symétrique
NCC a été précédemment introduit dans [10] et une formule d’inversion a été donnée dans [22].

Le théorème de type Paley-Wiener pour la transformation Θ-hypergéométrique donne une ca-
ractérisation de l’image par cette transformation des fonctions WΘ-invariantes sur AΘ qui sont
différentiables C∞ et de support compact. Ce théorème est connu seulement pour le cas de multi-
plicités paires et avec une condition technique supplémentaire, appelée la condition A, qui impose
soit qu’il n’y a “pas trop” d’hyperplans singuliers (ce qui est une condition sur la fonction de
multiplicité m), soit que l’ouverture du cône aΘ est “suffisamment grande” (ce qui est une condi-
tion sur Θ). La condition A est vérifiée par tous les couples (m,Θ) qui correspondent à un espace
symétrique Kε de multiplicités paires, donc dans toutes les situations géométriques dans lesquelles
la transformation Θ-hypergéométriques peut être appropriée. L’outil de base de la preuve est la
formule explicite des fonctions Θ-hypergéométriques de multiplicités paires. On réfère à [24] pour
plus d’informations sur ce théorème. On remarque que, même dans le cas géométrique de la trans-
formation sphérique sur un espace symétrique NCC arbitraire, la détermination d’un théorème de
type Paley-Wiener est aujourd’hui un problème ouvert.

Pour ce qui concerne un théorème de type Plancherel pour la transformée Θ-hypergéométrique
avec Θ 6= Π, il n’y a (sans compter le cas complexe) pratiquement aucun résultat, même dans le
cas de rang un. L’unique cas particulier intéressant qu’on trouve dans la littérature est celui de
SO0(1, 2)/SO0(1, 1), qui est un cas de rang un, avec Σ de type A1, Θ = ∅ et m = 1. Il a été considéré
(dans un contexte différent) par Stein et Wainger [37]. Dans notre notation le résultat de Stein et
Wainger est le suivant. Soit H2 l’espace des fonctions F holomorphes sur {λ ∈ C | Reλ < 0} telles
que

‖F‖2 := sup
σ<0

∫ +∞

−∞
|F (σ + it)|2 dt =

∫ +∞

−∞
|F (it)|2 dt < +∞ ,

et soit H2
∗ le sous-espace des F ∈ H2 telles que

‖F‖2
∗ :=

∫ +∞

−∞
|F (it)− F (−it)|2 t dt

tanh t
< +∞ .

Alors H2
∗ muni de la norme ‖ · ‖∗ est un espace de Hilbert, et f ∈ L2(]0,+∞[, sinh t dt) si et

seulement si F∅f ∈ H2
∗. En outre,∫ +∞

0
|f(t)|2 sinh t dt =

1
8π2

‖F∅f‖2
∗ .

On conclut cette section en remarquant qu’une transformation Θ-Bessel pour des fonctions g :
aΘ → C qui sont WΘ-invariantes et suffisamment régulières peut être introduite formellement par
la formule

GΘg(m;λ) :=
1

|WΘ|

∫
aΘ

g(X)ψΘ(m;λ,X)π(m;X) dX ,

où
π(m,X) :=

∏
α∈Σ+

α(X)mα .

Si Θ = Π cette transformation cöıncide avec la transformation introduite par Opdam dans [27],
page 353. Lorsque la limite (18) subsiste, elle nous permet de transférer les résultats connus de
l’analyse harmonique Θ-hypergéométrique au niveau de la transformation Θ-Bessel. D’un autre
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côté, on peut espérer qu’un développement indépendant de quelques uns des problèmes encore
ouverts dans l’analyse harmonique Θ-hypergéométrique.
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[23] G. Ólafsson et A. Pasquale, On the meromorphic extension of the spherical functions on noncompactly causal
symmetric spaces. J. Funct. Anal. 181, no. 2, 346–401 (2001).
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E-mail address: pasquale@math.univ-metz.fr
URL: http ://www.math.univ-metz.fr/~pasquale

17


